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CORPS DE NOMBRES PEU RAMIFIE´S ET FORMES
AUTOMORPHES AUTODUALES
G. CHENEVIER ET L. CLOZEL
Introduction
Soient S un ensemble fini de nombre premiers, QS ⊂ Q l’extension alge´brique
maximale de Q non ramifie´e hors de S (et l’infini) et GS = Gal(QS/Q). Un re´sultat
bien connu de Minkowski affirme que si S = ∅ alors GS = {1}. En revanche, si S
est non vide, la structure de ces groupes GS est tre`s mal connue, et ce malgre´ leur
omnipre´sence en ge´ome´trie arithme´tique. Par exemple, un re´sultat d’Hermite as-
sure que GS n’a qu’un nombre fini de sous-groupes ferme´s d’indice donne´, mais on
ne sait pour aucun S 6= ∅ si GS est topologiquement engendre´ par un nombre
fini d’e´le´ments ! Un autre proble`me du folklore consiste a` de´terminer les sous-
groupes de de´compositions de GS . Malgre´ le peu d’indices dont nous disposons
pour appre´hender cette question, il semble commune´ment espe´re´ que ces groupes
sont aussi gros que la restriction impose´e sur la ramification le permet : les re´sultats
de cet article vont dans cette direction.
Plus pre´cise´ment, supposons S 6= ∅ et fixons p ∈ S un nombre premier. La donne´e
d’un plongement QS −→ Qp definit un morphisme continu
(0.1) Gal(Qp/Qp) −→ GS
dont la classe de conjugaison est inde´pendante du plongement choisi. Nous nous
inte´ressons dans cet article a` la question, souleve´e notamment par R. Greenberg,
de l’injectivite´ de ce morphisme, ou` ce qui revient au meˆme a` la densite´ de QS dans
Qp.
Ce proble`me a e´te´ re´cemment reconside´re´ dans [Ch], auquel nous renvoyons le
lecteur pour une discussion plus comple`te. Par exemple, il est de´montre´ loc. cit. que
(0.1) est injective de`s que S contient un nombre premier ℓ 6= p tel que ℓ ≡ 3 mod 4
et que −ℓ est un carre´ modulo p. Apre`s quelques re´ductions e´le´mentaires, la preuve
donne´e loc. cit. consiste a` de´montrer l’existence de suffisament de repre´sentations
automorphes (sur certains groupes unitaires) ayant des composantes locales iner-
tielles partout prescrites, et de leur appliquer les travaux de Harris-Taylor [HT]
concernant les repre´sentations galoisiennes associe´es (e´tendant des re´sultats ante´-
rieurs de Clozel et Kottwitz). Les corps de nombres obtenus sont alors ultimement
extraits de l’action galoisienne sur la cohomologie ℓ-adique de certains quotients
arithme´tiques « explicites » des espaces syme´triques attache´s aux groupes unitaires
re´els U(n, 1)(R), et ce pour tous les n ≥ 1.
Notre objectif principal dans ce texte est de supprimer ces hypothe`ses parasites
sur ℓ, i.e. de de´montrer le re´sultat suivant (The´ore`me 5.1).
The´ore`me A : Si |S| ≥ 2, alors (0.1) est injective.
En particulier, pour tout entier m ≥ 1, il existe un corps de nombres de degre´
multiple de m et non ramifie´ hors de S.
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Ce re´sultat avait e´te´ conjecture´ dans [Ch], et ramene´ a` des proprie´te´s encore
largement conjecturales de certaines formes modulaires de Siegel. La me´thode em-
ploye´e ici est similaire, a` ceci pre`s que nous nous passons des groupes symplectiques
et raisonons directement sur le groupe line´aire GL2n. En contrepartie, comme le
verrons, les proprie´te´s d’autodualite´ requises rendent les questions d’existence de
repre´sentations automorphes avec proprie´te´s locales partout prescrites nettement
plus subtiles et ardues.
Plus pre´cise´ment, fixons n ≥ 1 arbitraire, choisissons un ℓ ∈ S−{p} et fixons une
composante de Bernstein cp du groupe GL2n(Qp). Nous voulons de´montrer l’exis-
tence d’une repre´sentation automorphe cuspidale Π de GL2n(A) ayant les proprie´te´s
suivantes1 :
(P1) Π est autoduale, Π∞ est alge´brique re´gulie`re, et Πℓ est essentiellement de
carre´ inte´grable, (de sorte que Π rentre dans le cadre des travaux de Harris et
Taylor)
(P2) Π est non ramifie´e hors de {∞, ℓ, p} et Πp est dans la composante cp fixe´e.
Le choix de la repre´sentation de carre´ inte´grable Πℓ n’a pas d’importance pour
notre application, et il nous sera en fait commode d’imposer que
(P3) Πℓ est la repre´sentation de Steinberg.
Bien suˆr, la composante cp ne peut eˆtre quelconque puisque Πp est ne´cessairement
autoduale. Ce n’est en fait pas la seule obstruction, nous y reviendrons un peu
plus loin. En ce qui concerne notre application au the´ore`me plus haut, il nous
suffira de conside´rer les composantes cp(ω) induites, a` partir du sous-groupe de
Levi GLn(Qp)×GLn(Qp), d’une supercuspidale de la forme ω× ωˇ, ou` de plus ω n’a
aucun twist non ramifie´ isomorphe a` sa contragre´diente ωˇ ; mais nos re´sultats sont
en fait de porte´e plus vaste. L’essentiel de nos efforts sera dirige´ vers la preuve du
re´sultat suivant (The´ore`me 3.2).
The´ore`me B : Pour tout ω comme ci-dessus et cp = cp(ω), il existe une re-
pre´sentation automorphe cuspidale Π de GL2n(A) satisfaisant les proprie´te´s (P1),
(P2) et (P3).
Notre me´thode pour construire la repre´sentation Π repose sur la formule des
traces d’Arthur-Selberg pour le groupe GL2n tordu par l’automorphisme
2
θ(g) = tg−1.
La formule des traces est une identite´ de distributions Ispec(·) = Igeom(·) dont
l’utilisation pour ce type de proble`mes est bien connue : applique´e a` des fonctions
tests
f = ⊗′vfv
ne trac¸ant que dans les donne´es spectrales qui nous inte´ressent (ou presque), il
s’agit de montrer la non nullite´ de son coˆte´ ge´ome´trique Igeom(f).
Hors de ∞, ℓ, p, fv sera pour nous simplement la fonction caracte´ristique de
GL2n(Zv). En les places∞, ℓ et p, les fonctions tests ne´cessaires seront des pseudo-
coefficients ou des fonctions de Bernstein bien choisies dont nous devrons maˆıtriser
les inte´grales orbitales θ-tordues, et une partie du travail sera de les de´finir et
d’e´tablir certaines de leurs proprie´te´s. Notons que bien que GL2n(R) n’ait pas
de se´rie discre`te de`s que n > 1, il admet des se´ries θ-discre`tes, et ce sont des
1Dans cet article, A = AQ de´signera les ade`les de Q.
2Pour des raisons techniques nous serons en fait amene´s a` conside´rer des variantes be´nignes de
cet automorphisme, nous ne´gligeons cet aspect dans cette introduction.
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repre´sentations de ce type qui nous inte´ressent a` l’infini (en revanche, les compo-
santes cp(ω) de´crites plus haut ne sont pas essentiellement discre`tes, ni meˆme parmi
les composantes autoduales). Pour ces fonctions tests, une version simplifie´e de la
formule des traces due a` Arthur [A2] s’applique, dont le coˆte´ ge´ome´trique se re´duit
aux termes porte´s par les e´lements θ-semisimples et Q-elliptiques.
Compte tenu de la rigidite´ de notre proble`me, l’unique liberte´ dont nous dispo-
sons est de faire varier f∞ parmi les pseudocoefficients de se´ries θ-discre`tes cohomo-
logiques. Ces repre´sentations sont en fait naturellement parame´tre´es par le poids
extre´mal λ d’une repre´sentation irre´ductible Vλ du groupe compact SO2n+1(R).
Nous de´montrerons alors ultimement que lorsque λ tend vers l’infini en s’e´loignant
des murs, le coˆte´ ge´ome´trique de la formule des traces devient asymptotiquement
e´quivalent a` un terme unique que nous appelons le terme principal. Ce terme est (a`
un scalaire > 0 pre`s) l’inte´grale orbitale tordue TOγ0(f) de f en un certain e´le´ment
θ-semisimple Q-elliptique
γ0 ∈ GL2n(Q)
dont le centralisateur tordu est le groupe symplectique Sp2n sur Q. Ainsi,
(0.2) Ispec(f) = Igeom(f) ∼
λ→∞
TOγ0(f) = C · dim(Vλ),
ou` C est une constante explicite non nulle ne de´pendant que de f∞, et f∞ = f∞,λ.
Compte tenu de notre choix de f∞, le The´ore`me B est bien suˆr conse´quence de la
formule (0.2).3
Pour de´montrer ces re´sultats, nous devons surmonter un certain nombre de dif-
ficulte´s dont le traitement est re´parti de la manie`re suivante. Le premier chapitre
contient des pre´liminaires sur les caracte`res des repre´sentations des groupes com-
pacts connexes ainsi qu’une illustration de notre me´thode dans un contexte non
tordu. Les chapitres 2, 3 et 4 sont consacre´s au groupe GL2n tordu par l’automor-
phisme θ et a` la preuve du The´ore`me B. Enfin, dans un dernier et court chapitre
5, nous montrons comment le The´ore`me B entraˆıne le The´ore`me A ; le lecteur peut
commencer par celui-la` en guise de motivation. De´crivons maintenant line´airement
et plus en de´tail le contenu des chapitres 1 a` 4.
Une ide´e sous-jacente a` la me´thode expose´e ci-dessus (formule (0.2)) est que
la formule des traces se simplifie asymptotiquement « en faisant tendre le poids
vers l’infini ». Cette ide´e se trouve de´ja` dans un argument de Serre [S2] dans le
contexte du groupe GL2 non tordu. Dans le premier chapitre, nous l’e´tendons a` son
cadre ge´ne´ral naturel. En guise d’application, nous e´tablissons le re´sultat suivant
(The´ore`me 1.3). Soit G un Q-groupe re´ductif connexe tel que G(R) admet des se´ries
discre`tes, et dont les composantes de´ploye´es sur R et Q de son centre co¨ıncident.
The´ore`me C : Soient π est une repre´sentation supercuspidale de G(Qp) et K
un sous-groupe compact ouvert de G(A
{∞,p}
f ). Il existe une repre´sentation auto-
morphe cuspidale Π de G telle que Π{∞,p} admet des K-invariants non nuls, Πp
est isomorphe a` une torsion non ramifie´e de π, et Π∞ est dans la se´rie discre`te.
La me´thode employe´e est similaire a` celle de´crite plus haut a` ceci pre`s qu’elle
utilise la formule des traces dans un cas non tordu, ce qui introduit un certain
nombre de simplifications. Par exemple, les proprie´te´s ne´cessaires des fonctions tests
f∞ sont de´ja` connues. Nous avons besoin toutefois de de´montrer le re´sultat suivant
3En fait, une manie`re d’interpre´ter (0.2) est de la voir comme une formule de type Riemann-
Roch donnant asymptotiquement la dimension d’un certain espace de formes automorphes de poids
variables et de niveau fixe´ (et engendrant des Π satisfaisant (P1), (P2) et (P3)).
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sur les caracte`res des groupes de Lie compacts connexes (Proposition 1.9). Soient
H un tel groupe compact et T un tore maximal de H, notons Vλ la representation
irre´ductible de H de poids extremal λ ∈ X∗(T ). Si γ ∈ H est non central, alors
trace(γ, Vλ)/dim(Vλ) −→ 0
lorsque λ tend vers l’infini dans une direction convenable de X∗(T )⊗ R.
Le The´ore`me C admet diverses variantes : nous pourrions par exemple deman-
der de prescrire de plus les composantes de Bernstein cv de Πv en un ensemble
fini fixe´ de places v diffe´rentes de {p,∞}, ce qui imposerait cependant en ge´ne´ral
quelques restrictions sur ces composantes cv.
4 Nous n’irons pas dans cette direction,
notamment car nous le ferons plus loin dans le cadre de GL2n tordu. Le re´sultat
ci-dessus et ses variantes n’entraˆınent pas le The´ore`me B car GL2n n’a pas les
proprie´te´s requises pour n > 1. Cependant, nous pourrions l’appliquer au groupe
orthogonal de´ploye´ G = SO∗2n+1, de sorte que l’existence des repre´sentations que
nous recherchons de´coulerait en fait de la conjecture de transfert de SO∗2n+1 vers
GL2n. Malheureusement, les cas actuellement connus de ce transfert ne´cessitent
tous notamment une hypothe`se de ge´ne´ricite´ de la repre´sentation a` transfe´rer, et
nous ne voyons pas comment assurer que nous construisons de telles repre´sentations
par la formule des traces. C’est pourquoi nous raisonnons par la suite directement
sur le groupe GL2n tordu
5 par θ.
Le chapitre 2 contient le travail ne´cessaire a` la place archime´dienne. On y de´finit
et e´tudie en de´tail les proprie´te´s des fonctions f∞ dont nous avons besoin pour
de´montrer le The´ore`me B et dont nous avons de´ja` parle´ plus haut. Si λ est un
poids extre´mal d’une repre´sentation irre´ductible Vλ de SO2n+1(R), il lui corres-
pond d’apre`s Langlands une unique repre´sentation θ-discre`te cohomologique πλ de
GL2n(R) (et re´ciproquement). D’apre`s une version du the´ore`me de Paley-Wiener
due a` Mezo [M], cette repre´sentation admet un pseudocoefficient f∞,λ dont la trace
sur GL2n(R)θ isole πλ dans le spectre tempe´re´ autodual de GL2n(R). Le re´sultat
principal de ce chapitre est le suivant (The´ore`me 2.12).
The´ore`me D : Soit γ ∈ GL2n(R) un e´le´ment θ-semisimple. Si γ n’est pas θ-
elliptique, alors TOγ(f∞,λ) = 0. Sinon, pour un choix convenable de mesure positive
invariante sur la classe de θ-conjugaison de γ, on a
TOγ(f∞,λ) = e(γ, λ)trace(Nγ, Vλ),
ou` e(γ, λ) est un signe ne de´pendant que de γ et λ, et Nγ ∈ SO2n+1(R) est la
« norme » de γ. En particulier, ces inte´grales orbitales sont stables.
Pour l’e´tude de l’application norme dans ce contexte, nous renvoyons a` un ar-
ticle de Waldspurger [W1]. Les re´sultats de ce chapitre sont en fait plus complets.
En utilisant des re´sultats de Bouaziz [Bou], nous commenc¸ons par ve´rifier que le
caracte`re tordu de πλ sur les e´le´ments elliptiques fortement θ-re´guliers de GL2n(R)
co¨ıncide avec le caracte`re de Vλ via l’application norme (pour une normalisation
convenable de l’ope´rateur d’entrelacement, cf. The´ore`me 2.6). En particulier il est
stable, ce qui est l’analogue d’un re´sultat de Waldspurger dans le cas p-adique [W2].
4Un proble`me est que nous ne savons pas en ge´ne´ral montrer qu’une si repre´sentation auto-
morphe cuspidale Π de G est telle que Π∞ est essentiellement discre`te de parame`te suffisament
re´gulier, alors Π est tempe´re´e a` toutes les places.
5Une autre me´thode aurait consiste´ a` construire des Π comme plus haut qui sont ge´ne´riques en
produisant directement des se´ries de Poincare´ (cf. [Sh2, §5]). Cependant, il semble alors plus de´licat
de prescrire Π en toutes les places (plutoˆt que toutes sauf une), et nous n’avons pas poursuivi cette
voie. En contrepartie, nous n’utilisons pas les re´sultats difficiles de transfert suscite´s.
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Ceci implique le The´ore`me D pour les inte´grales orbitales tordues stables. Un argu-
ment simple rame`ne la forme pre´cise du the´ore`me au cas ou` πλ est a` cohomologie
non triviale pour le syste`me de coefficients constant, cas ou` il a e´te´ de´montre´ par
Labesse6 [La1].
Le chapitre 3 donne la preuve esquisse´e plus haut de la construction de la
repre´sentation Π. Dans un paragraphe §3.4, nous de´finissons et e´tudions la fonction
fℓ dont nous avons besoin. C’est un pseudocoefficient tordu de la repre´sentation de
Steinberg de GL2n(Qℓ) dont il nous faut calculer les inte´grales orbitales tordues. Il
n’est pas plus long ici de de mener cette e´tude dans le cadre d’une groupe re´ductif
connexe G ge´ne´ral, et d’un automorphisme θ d’ordre fini quelconque, et c’est le
choix que nous adoptons. Nous imitons pour cela une me´thode de Kottwitz [K1]
(voir aussi [BLS, §9])) consistant a` re´aliser ge´ome´triquement la fonction fℓ comme
une fonction d’Euler-Poincare´ pour l’automorphisme θ de G, et reposant ultime-
ment sur les proprie´te´s de l’immeuble de Bruhat-Tits deG(Qℓ), des travaux de Serre
sur les mesures d’Euler-Poincare´, et des re´sultats de Casselman et Borel-Wallach
sur la cohomologie lisse de G(Qℓ). A` l’aide des re´sultats des chapitres 1 et 2, nous
de´montrons la formule (0.2) conditionnellement au re´sultat suivant (The´ore`me 3.3)
qui fera l’objet du chapitre 4, et qui permet de montrer la non-annluation (cruciale)
de la constante C.
The´ore`me E : Il existe une fonction lisse a` support compact fp sur GL2n(Qp)
dont les traces tordues sont nulles hors de la composante de Bernstein cp(ω) et telle
que
TOγ0(fp) 6= 0.
Le roˆle particulier joue´ par γ0 re´sulte de ce que c’est l’unique classe de conjugaison
Q-elliptique θ-semisimple de GL2n(Q) dont la norme est centrale (i.e. triviale) dans
SO2n+1. En particulier, cette classe co¨ıncide avec sa classe de conjugaison stable.
En la place ℓ, nous de´montrons aussi un re´sultat analogue au The´ore`me E pour la
fonction d’Euler-Poincare´ fℓ (Proposition 3.8).
Le chapitre 4 est voue´ a` la preuve du The´ore`me E. Il s’agit du coeur technique de
cet article. Avant d’en dire plus sur sa de´monstration, il convient d’en discuter les
tenants et les aboutissants. Oublions temporairement que cp a la forme ne´cessaire
a` notre application et supposons que c’est une composante autoduale quelconque.
Comme nous l’avions sous-entendu plus haut, il y a une obstruction a` ce que l’on
puisse construire Π avec Πp appartenant a` cp. En effet, il est ne´cessaire que le L-
parame`tre de Πp soit symplectique. Cela peut se de´duire simplement des the´ore`mes
de Harris-Taylor et Taylor-Yoshida. De meˆme, le formalisme du groupe de Lan-
glands sugge`re qu’une obstruction a` inclure un ensemble fini quelconque de super-
cuspidales comme composantes locales d’une repre´sentation automorphe cuspidale
autoduale de GL2n(A) est qu’elles soient soit toutes symplectiques, soit toutes or-
thogonales (ceci avait de´ja` e´te´ observe´ par Prasad et Ramakrishnan dans [PR, §3],
auquel les re´sultats de cet article apportent certaines re´ponses). D’une manie`re ou
d’une autre, ce type d’hypothe`se devra donc apparaˆıtre dans notre construction de
Π. Du point de vue de notre me´thode, cette obstruction se traduit exactement par
la nullite´ ou non des inte´grales orbitales tordues en l’e´le´ment γ0 des fonctions de
Bernstein tordues fp de cp. Dans le cas ou` cp est la composante d’une supercuspi-
dale π autoduale, ceci est en parfait accord avec un re´sultat de Shahidi [Sh2, Prop.
5.1] : il montre que cette inte´grale orbitale est non nulle pour un coefficient de π
6Labesse nous a assure´ qu’une re´daction ulte´rieure pre´ciserait cette de´monstration.
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bien choisi si et seulement si le L-parame`tre de Π est symplectique7. Ainsi, nous
avons montre´ que l’analogue du The´ore`me B vaut si l’on prend pour cp une telle
composante avec π symplectique. Le cas des composantes cp(ω) ne´cessaires a` notre
application est e´tudie´ en de´tail dans ce chapitre et semble nouveau. Notons que les
L-parame`tres des repre´sentations autoduales de cp(ω) e´tant a` la fois symplectiques
et orthogonaux, nous nous attendons en fait a` ce qu’il n’y ait pas d’obstruction
dans ce cas.
Bien que le the´ore`me E soit de nature locale, notre de´monstration utilise des
arguments globaux. De fac¸on naturelle d’apre`s la the´orie d’Arthur [A4], l’alter-
native symplectique/orthogonale pour les repre´sentations est e´troitement lie´e a` la
stabilisation de la formule des traces, la partie « stable » provenant de SO(2n+1)
e´tant donne´e par les repe´sentations symplectiques. Pour certaines fonctions fp par-
ticulie`res de´termine´es par cp(ω) (les « pseudo-coefficients positifs » ), nous voulons
de´montrer la non-annulation de TOγ0 . Graˆce a` l’e´tude du caracte`re tordu des
repre´sentations de cp(ω), on ve´rifie que les inte´grales orbitales stables de fp ne
sont pas identiquement nulles. Une version simplifie´e et stabilise´e de la formule des
traces d’Arthur produit des Π ve´rifiant les conditions pre´ce´dentes mais pre´sentant
peut-eˆtre de la ramification parasite. Un argument nouveau de positivite´ §4.13, uti-
lisant un lemme simple sur les caracte`res des groupes compacts (Prop. 4.15), nous
permet alors de montrer la non-nullite´ du terme principal de Igeom(f) et donc de
TOγ0(fp). Il est pour ceci crucial de normaliser partout l’ope´rateur d’entrelacement,
associe´ a` l’automorphisme θ, de fac¸on a` fixer le vecteur de Whittaker. Les sorites
ne´cessaires sont regroupe´s au paragraphe §4.7.
Cet argument de positivite´ semble nouveau et susceptible d’autres applications ;
nous en esquissons quelques unes dans un dernier paragraphe §4.18 sur les pro-
prie´te´s locales-globales des repre´sentations automorphes cuspidales autoduales de
GL(2n). Nous montrons tout d’abord que les repre´sentations automorphes e´tudie´es
par Clozel et Harris-Taylor sont toujours symplectiques (The´ore`me 4.20) :
The´ore`me F : Soient F un corps totalement re´el et π une repe´sentation auto-
morphe cuspidale de GL2n(AF ). On suppose que π est autoduale, essentiellement
de carre´ inte´grable en au moins une place finie, et cohomologique a` toutes les places
archime´diennes. Alors pour toute place v de F , le L-parame`tre de πv pre´serve une
forme biline´aire symplectique non de´ge´ne´re´e.
En particulier, les repre´sentations galoisiennes ℓ-adiques associe´es sont aussi sym-
plectiques. En fait, nous donnons des caracte´risations des composantes locales es-
sentiellement discre`tes des repre´sentations automorphes ci-dessus (The´ore`me 4.22),
e´clairant notamment certains aspects du spectre tempe´re´ de GL(2n) tordu, sur un
corps p-adique. Par exemple, nous obtenons le re´sultat suivant, pre´cisant ceux de
Shahidi discute´s plus haut. Ici, K est une extension finie de Qp.
The´ore`me G : Soit π une repre´sentation supercuspidale autoduale de GL2n(K)
dont le L-parame`tre est orthogonal. Alors les inte´grales orbitales stables des pseu-
docoefficients tordus de π sont toutes nulles.
Nous terminons en e´nonc¸ant une conjecture sur la distribution de Plancherel sur
le spectre tempe´re´ autodual de GL2n(K) : elle est concentre´e sur la varie´te´ des
7Ainsi formule´, et ainsi qu’il l’est explique´ loc. cit., le re´sultat de Shahidi est conditio-
nel au re´sultat suivant de´montre´ ulte´rieurement par Henniart [He2, Thm. 1.3] : L(π,Λ2, s) =
L(Λ2rec(π), s) ou` rec(π) : WQp −→ GL2n(C) est le L-parame`tre de π.
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repre´sentations symplectiques et c’est une mesure sur cette dernie`re (Conjecture
4.24).
Pour finir, notons qu’il est sans doute possible de raffiner notre me´thode pour
de´montrer des versions plus fortes du The´ore`me B (par exemple : remplacer la
composante cp(ω) par une composante autoduale « symplectique » quelconque,
demander que Πℓ soit non ramifie´e, etc...). Cependant, meˆme en admettant ces
re´sultats, ainsi que des ge´ne´ralisations convenables des travaux de Harris-Taylor,
nous ne voyons pas comment ame´liorer le The´ore`me A (i.e. autoriser S = {p}, cf.
[Ch, §4.2]).
Nos de´monstrations reposent e´videmment sur l’aride formule des traces tordue
d’Arthur. De plus, comme on l’a dit, la forme pre´cise des the´ore`mes est e´troitement
lie´e aux travaux annonce´s par lui sur la fonctorialite´ entre groupes classiques et
GL(n). Certains de nos re´sultats, sans aucun doute, feront partie de l’expose´ final
de sa the´orie.
1. Existence de repre´sentations en niveau minimal : cas ou` la
caracte´ristique d’Euler-Poincare´ est non nulle
1.1. E´nonce´ du re´sultat. Dans ce chapitre, et a` titre de galop d’essai, nous
de´montrons le re´sultat naturel d’existence de repre´sentations automorphes pour
un groupe re´ductif G sur Q, ve´rifiant des conditions prescrites en deux places
{∞, p}, lorsque le groupe adjoint a une mesure d’Euler–Poincare´ non nulle au sens
de Serre [S1]. Soit donc G un groupe re´ductif connexe de´fini sur Q. Notons Z le
centre de G, S le sous–tore maximal de Z de´ploye´ sur Q (“composante de´ploye´e de
Z”).
Hypothe`se 1.2. Les composantes de´ploye´es de Z sur Q et R co¨ıncident.
On a ainsi une suite exacte
(1.3) 1 −→ S −→ Z −→ C −→ 1
de Q–groupes diagonalisables, la composante neutre de C e´tant anisotrope sur Q
et R. On note
A = S(R)+
(on de´signe par + les composantes neutres topologiques).
On suppose enfin que la mesure d’Euler–Poincare´ sur les quotients arithme´tiques
de G(R)/Z(R) – ou, ce qui revient au meˆme, de G(R)/S(R) – est non nulle ; ceci re-
vient a` dire que G(R)/S(R) a une se´rie discre`te, ou qu’il admet une forme inte´rieure
compacte.
Fixons un nombre premier p. Soit D le plus grand tore de´ploye´ quotient de G
sur Qp (noter que D de´pend de p). Soit πp une repre´sentation supercuspidale de
G(Qp). L’orbite inertielle de πp est l’ensemble des repre´sentations {πp ⊗ χ} ou` χ
parcourt les caracte`res non ramifie´s de D(Qp).
On fixe une mesure (finie) G(A)-invariante sur AG(Q)\G(A) et on conside`re
l’espace
AG = L2(AG(Q)\G(A))
muni de la repre´sentation naturelle de G(A). Une repre´sentation cuspidale de G(A)
sera, par de´finition, une repre´sentation irre´ductible apparaissant dans le sous-espace
des fonctions cuspidales (au sens usuel) de AG. Si K ⊂ G(Apf ) est un sous–groupe
compact ouvert, elle est de niveau K si son espace des K–invariants est non nul.
8 G. CHENEVIER ET L. CLOZEL
The´ore`me 1.3. Soit πp une repre´sentation cuspidale de G(Qp), et K ⊂ G(Apf ). Il
existe une repre´sentation cuspidale Π = ⊗vΠv de G(A), de niveau K, telle que
(i) Π∞ est une repre´sentation de la se´rie discre`te de G(R)/A,
(ii) Πp appartient a` l’orbite inertielle de πp.
Remarque 1.4. La de´monstration se simplifie quand G est semisimple. Nous
n’avons pas voulu faire cette hypothe`se car les groupes apparaissant dans les ap-
plications naturelles des formes automorphes a` l’arithme´tique – cf. [HT] – sont
rarement semisimples. Ces questions de passage d’un groupe a` un groupe isoge`ne
(au centre pre`s) rece`lent des phe´nome`nes non triviaux.
1.5. Fonctions locales : cas re´el. Nous de´crivons des fonctions particulie`res sur
G(R) et G(Qp) adapte´es a` notre proble`me.
Conside´rons d’abord la place archime´dienne. PuisqueG(R)/A a une se´rie discre`te,
G a une forme inte´rieure re´elle G∗ anisotrope modulo le centre. On dira qu’une
repre´sentation de G(R) ou G∗(R) est dans la se´rie discre`te si elle est unitaire et de
carre´ inte´grable modulo le centre. D’apre`s Langlands et Shelstad [She], il y a une bi-
jection entre repre´sentations unitaires irre´ductibles de G∗(R) (dont on notera Ĝ∗(R)
l’ensemble) et L–paquets de se´ries discre`tes de G(R). Pour δ ∈ Ĝ∗(R), soit Π(δ) le
L–paquet associe´. Le caracte`re central ω de toute repre´sentation π ∈ Π(δ) co¨ıncide
avec celui de δ. Nous nous inte´ressons aux repre´sentations telles que ω|A = 1.
Notons G le groupe G(R)/A. D’apre`s Clozel–Delorme [CloD] et Labesse [La2],
il existe, pour tout π ∈ Π(δ), une fonction fπ ∈ C∞c (G) – d’ailleurs K∞–finie pour
un sous–groupe compact maximal K∞ de G(R) – telle que
(1.4) 〈trace π, fπ〉 = 1 ,
la trace de fπ dans toute autre repre´sentation tempe´re´e irre´ductible de G e´tant
nulle. Il en re´sulte que
fπ(zg) = ω(z)
−1fπ(g)
si g ∈ G et z appartient au centre Z de G. La formule (1.4) suppose choisie une
mesure de Haar dg sur G.
Soit h une fonction C∞ a` support compact sur A ; G(R) est isomorphe a` A×G
et les fonctions h⊗ fπ sont donc des fonctions sur G(R) ; si f∗δ est un coefficient de
δ (avec trace δ(f
∗
δ) 6= 0),
h⊗ f∗δ =: f∗δ
est une fonction sur G∗(R). Les fonctions fδ =
∑
π∈Π
h⊗fπ et f∗δ , sur G(R) et G∗(R),
sont associe´es au sens de Shelstad et de l’appendice de [CloD]. Il en re´sulte que
l’on a les proprie´te´s suivantes. Soit γ ∈ G(R) un e´le´ment semisimple, I ⊂ G son
centralisateur ; pour f ∈ C∞c (G(R)) conside´rons
Oγ(f) =
∫
I(R)\G(R)
f(g−1γg)
dg
di
ou` dg, di sont des mesures de Haar. Alors :
Lemme 1.6. (i) Si γ n’est pas R–elliptique, Oγ(fδ) = 0.
(ii) Si γ est R–elliptique, associe´ a` un e´le´ment γ∗ de G∗(R),
Oγ(fδ) = e(γ)Oγ∗(f
∗
δ )
pour une normalisation convenable des mesures sur les centralisateurs I(R) et
I∗(R), et ou` e(γ) = ±1 ne de´pend que de γ.
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(iii) En particulier, pour γ R-elliptique,
Oγ(fδ) = e(γ)h(α)θδ(γ
∗−1) ,
ou` γ = αγ selon l’isomorphisme choisi entre G(R) et A × G, et ou` γ∗ est
l’image de γ∗ dans G∗(R)/A, θδ e´tant le caracte`re de la repre´sentation δ.
Preuve — La partie (i) est bien connue et re´sulte des proprie´te´s des fonctions fπ.
La partie (ii) est due a` Shelstad [She]. (Nous ne de´crirons pas les normalisations
des mesures, pour nous inessentielles). Le signe e(γ) est de´crit par Shelstad. Si γ
est central, e(γ) = 1. Enfin (iii) re´sulte simplement des relations d’orthogonalite´ de
Schur sur G. 
Noter que quand δ varie, le support des fonctions fπ (et donc fδ) peut eˆtre choisi
contenu dans un compact fixe. Ceci re´sulte de [CloD], ou d’ailleurs de l’argument
de Labesse [La2]. Nous devrons enfin controˆler la variation avec δ de θδ(γ). Noter
que l’on peut e´videmment faire l’hypothe`se suivante :
Hypothe`se 1.7. S ne contient aucun sous–tore S′ 6= 1 qui soit facteur direct
dans G.
Il en fait e´quivalent de demander qu’un sous-tore (automatiquement rationnel)
S′ ⊂ S soit facteur direct dans G sur R et sur Q. En effet, le cocentre G/Gder
e´tant Q-isoge`ne a` Z, ses composantes de´ploye´es sur R et sur Q co¨ıncident, de sorte
que tout caracte`re re´el G → Gm est de´fini sur Q. Enfin, comme le centre et le
cocentre de deux formes inte´rieures sont canoniquement isomorphes, l’hypothe`se
1.7 est encore e´quivalente a` demander que G∗ n’ait aucun tore central de´ploye´ qui
soit facteur direct sur R.
Lemme 1.8. Sous l’hypothe`se 1.7, G∗(R) est connexe, et G∗(R)/A est donc com-
pact connexe.
Preuve — Il existe un sous-groupe alge´brique H ⊂ G∗ de´fini sur R tel que H(R)
soit un sous-groupe compact connexe maximal de G∗(R). Les alge`bres de Lie de S
et de H sont alors en somme directe dans Lie(G∗), de sorte que le R-morphisme
naturel S×H −→ G∗ est surjectif (sur les C-points), de noyau µ := S ∩H fini, i.e.
(1.5) 1 −→ µ −→ (S ×H) −→ G∗ −→ 1.
En fait, la suite ci-dessus reste exacte apre`s passage aux R-points, i.e. G∗(R) =
H(R) · S(R). En effet, G∗/S est re´ductif connexe et par construction (G∗/S)(R) =
G∗(R)/S(R) est compact : ce dernier est donc aussi connexe. Cela conclut car H(R)
est connexe et Lie(H(R))→ Lie((G∗/S)(R)) est un isomorphisme.
Le tore S e´tant de´ploye´, S(R) = A×{±1}dim(S) et µ ⊂ {±1}dim(S). L’exactitude
de (1.5) sur les R-points assure que
G∗(R) ≃ A× {±1}dim(S)/µ ×H(R).
Mais si µ ( {±1}dim(S), alors S admet un sous-tore strict - nece´ssairement facteur
direct sur R - contenant µ, de sorte que la suite exacte (1.5) contredit l’hypothe`se
1.7, ce qui conclut. 
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Soit alors T un tore maximal de G
∗
= G∗(R)/A. On peut parame´trer les repre´-
sentations δ par leur plus haut poids λ ∈ X = X∗(T ). Si γ appartient au centre Z
de G
∗
, on a
θδ(γ) = deg(δ)ω(γ) .
Notons δ(λ) la repre´sentation associe´e a` λ ∈ X. Alors deg δ(λ) est donne´ par le
polynoˆme de Weyl
P (λ) =
∏
α
〈α, λ + ρ〉
〈α, ρ〉
les produits portant sur un ensemble de racines positives dont ρ est la demi–somme.
La proposition qui suit sera applique´e a` G
∗
mais est vraie pour tout groupe
de Lie compact connexe. Jusqu’a` la fin du §1.5 G de´signera un tel groupe, T un
tore maximal de G et X le groupe des caracte`res de T . On fixe un ensemble de
racines positives pour (G,T ). Pour λ ∈ X dominant, soit θλ le caracte`re de la
repre´sentation de plus haut poids λ de G.
Proposition 1.9. Soit γ ∈ G. Pour λ dominant
θλ(γ) =
∑
i
Ei(γ, λ) Pi(λ) .
La somme est finie ; les Ei(γ, λ) sont des polynoˆmes (dont les degre´s de´pendent
de λ) en les γχ, a` χ parcourt une base de X ; Ei(γ, λ) est uniforme´ment borne´
quand λ varie. De plus, Pi(λ) est un polynoˆme de degre´ strictement infe´rieur a`
celui de P (λ) si γ n’est pas central.
Preuve — Si γ est re´gulier ou central, la proposition n’est autre que la formule
du caracte`re ou du degre´ de Weyl. Si le centralisateur de γ est un sous–groupe de
Levi, elle se de´duit de la formule de Kostant. En ge´ne´ral, nous imitons l’une des
de´monstrations de celle–ci.
Soit Gder le groupe de´rive´ de G. On ve´rifie aussitoˆt qu’il existe un reveˆtement
connexe fini G˜ de G dont le groupe de´rive´ est simplement connexe, et que la pro-
position pour G re´sulte8 du re´sultat pour G˜. On suppose donc Gder simplement
connexe ; le centralisateur de tout e´le´ment γ est alors connexe.
Fixons γ un tel e´le´ment, on peut supposer quitte a` le conjuguer que γ ∈ T .
Notons M le centralisateur de γ dans G, soit R(G,T ) et R(M,T ) les ensembles
de racines associe´s, R+ ⊂ R les racines positives, ∆ ⊂ R+ les bases, pour G et
M , ρ, ρM les demi–sommes de racines associe´es. On suppose que R+(M,T ) =
R+(G,T ) ∩ R(M,T ) ; quitte a` prendre un nouveau reveˆtement on peut supposer
que ρ et ρM appartiennent a` X. Soit W le groupe de Weyl de (G,T ), WM celui de
(M,T ). Soit
WM = {w ∈W : w−1α ∈ R+(G,T ) ∀α ∈ ∆M} .
Comme dans le cas parabolique :
Lemme 1.10. Si w ∈ W , w s’e´crit de manie`re unique w = wswu avec ws ∈ WM
et wu ∈WM .
8Remarquer notamment que l’image inverse du centre de G est le centre de eG.
CORPS DE NOMBRES PEU RAMIFIE´S ET FORMES AUTOMORPHES AUTODUALES 11
Preuve — Soient en effet C+G , C
+
M les inte´rieurs des chambres de Weyl positives,
dans X ⊗ R, relatives a` G et M . Fixons H ∈ C+G . Alors w ∈ W appartient a` WM
si et seulement si
〈α,w(H)〉 > 0 (α ∈ ∆M ) ,
c’est–a`–dire si w(H) ∈ C+M .
Soit w ∈ W : il existe alors ws ∈ WM tel que w−1s w(H) ∈ C+M : donc w−1s w ∈
WM , d’ou` la de´composition cherche´e. Si w = wswu = w
′
sw
′
u, wu(H) et w
′
u(H) sont
dans C+M et wsC
+
M rencontre w
′
sC
+
M , donc ws = w
′
s. 
Lemme 1.11. Si λ ∈ X est dominant pour G et wu ∈ WM , wu(λ + ρ) − ρM est
dominant pour M .
Preuve — Il faut en effet ve´rifier que
2
〈wu(λ+ ρ), α〉
〈α,α〉 − 2
〈ρM , α〉
〈α,α〉 ≥ 0 (α ∈ ∆M ) .
Le premier terme est entier, positif car w−1u α ∈ R+(G,T ), strictement positif car
λ+ ρ est re´gulier. Le second est e´gal a` 1. 
De´montrons alors la proposition. Ecrivons d’abord, formellement (= dans le
groupe de Grothendieck de T ) :
θλ =
N
D
ou`
N =
∑
w∈W
ε(w)ew(λ+ρ) ,
D =
∑
w∈W
ε(w)ewρ ,
ε e´tant le signe sur W . Alors
N =
∑
wu∈WM
ε(wu)
∑
ws∈WM
ε(ws)e
wswu(λ+ρ)
=
∑
wu∈WM
ε(wu)
∑
ws∈WM
ε(ws)e
ws(λu+ρM )
ou` l’on a e´crit wu(λ+ ρ) = λu+ ρM d’apre`s le Lemme 1.11, avec λu dominant pour
M . Chacun des termes de la somme ci-dessus indexe´ par wu est donc un nume´rateur
de Weyl pour M . Par ailleurs, s’il on pose S(M) = R+(G,T )\R+(M,T ),
D = eρ
∏
α∈R+(G,T )
(1− e−α)
= DM e
ρ−ρM ∏
α∈S(M)
(1− e−α) .
Ainsi
N
D
= eρM−ρ
∏
α∈S(M)
(1− e−α)−1
(∑
wu
ε(wu) θM,λu
)
ou` θM,λu est le caracte`re de M associe´ a` λu. Cette expression donne la valeur de θλ
pour un e´le´ment G–re´gulier t ∈ T . Si t −→ γ, les termes (1−t−α) pour α /∈ R(M,T )
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restent non nuls ; θM,λu a pour limite ωλu(γ) PM (λu), ou` ωλu(γ) = γ
wu(λ+ρ)−ρM et
PM est le polynoˆme de Weyl pour M . Ainsi
θλ(γ) =
γρM−ρ
Πα∈S(M)(1− γ−α)
∑
wu∈WM
ε(wu)γ
wu(λ+ρ)−ρMPM (λu)
ce qui de´montre la proposition. L’assertion sur le degre´ des Pi re´sulte des formules
du degre´ de Weyl pour G et M et de ce que S(M) 6= ∅ si et seulement si γ n’est
pas central. 
Corollaire 1.12. Si γ ∈ G n’est pas central, alors θλ(γ)P (λ) tends vers 0 lorsque λ ∈
X∗(T )⊗R tend vers l’infini en s’e´loignant des murs des chambres de Weyl 9.
Preuve — Dans les notations pre´ce´dentes, nous avons explicitement
PM (λu)
P (λ)
=
∏
α∈R+(G,T )〈ρ, α〉∏
α∈R+(M,T )〈ρM , α〉
 ∏
α∈R+(G,T )\w−1u R+(M,T )
〈λ+ ρ, α〉
−1 .

1.13. Fonctions locales en p.
L’ensemble des caracte`res non ramifie´s χ de D(Qp) forme un tore complexe ; soit
Fp(χ) une fonction polynomiale sur celui–ci et qui de plus est invariante par le
sous-groupe (fini) des χ tels que πp ⊗ χ ≃ πp. Par la the´orie de Bernstein, on sait
alors qu’il existe une fonction fp sur G(Qp) ne trac¸ant de manie`re non nulle que
dans l’orbite inertielle de πp, et telle que
(1.6) 〈trace(πp ⊗ χ), fp〉 = Fp(χ).
La formule de Plancherel montre que fp(1) = 1 pour un choix convenable de Fp.
Soit par ailleurs S(Qp) ⊂ G(Qp) (§1.1) et soit ε un e´le´ment de {±1}dimS , plonge´
dans S(Qp). Puisque χ(ε) = 1, la formule de Plancherel implique que
fp(ε) = ωp(ε)
−1
ou` ωp est le caracte`re central de πp.
1.14. De´monstration du The´ore`me 1.3. Notons R la repre´sentation de G(A)
dans la partie cuspidale de AG. Soit f la fonction sur G(A) donne´e par
f = f∞ ⊗ fp ⊗ fp,∞
ou` f∞ = fδ et fp viennent d’eˆtre de´finies, et fp,∞ est la fonction caracte´ristique de
K. Puisque fp est cuspidale, et que les inte´grales orbitales de f∞ en les e´le´ments
non elliptiques s’annulent, la formule des traces simplifie´e de Deligne et Kazhdan
(cf. Henniart [He1]) s’applique :
traceR(f) =
∑
γ
v(γ)Oγ(f∞)Oγ(fp)Oγ(fp,∞)
ou` γ parcourt les classes de conjugaison elliptiques de G(Q) – en fait R–elliptiques
vu les proprie´te´s de f∞ – et v(γ) > 0 est un volume. Puisque les supports de nos
fonctions sont contenus dans un compact fixe, cette somme est finie, uniforme´ment
9Nous entendons par la` que pour tout α ∈ R+(G,T ), 〈λ, α〉 tend vers l’infini.
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quand f∞ varie (on pourrait aussi, bien suˆr, de´duire (1.10) des re´sultats d’Ar-
thur [ITF]).
Pour f∞ = fδ et γ central, Oγ(f∞) = f∞(γ) est essentiellement e´gale au po-
lynoˆme de Weyl en le parame`tre λ de δ. Conside´rons une suite de λ ∈ X∗(T )
tendant vers l’infini dans une direction re´gulie`re. Si γ n’est pas central, Oγ(fδ) est
ne´gligeable par rapport a` P (λ) d’apre`s le Lemme 1.6 et le Corollaire 1.12. On en
de´duit que
(1.7) P (λ)−1 traceR(f) = v
∑
γ∈Z(Q)
h(α)ω−1λ (γ)fp(γ)f
p,∞(γ) + o(1) ,
ou` l’on a utilise´ les notations du Lemme 1.6 : γ = αγ, α ∈ A, γ ∈ G(R)/A. La
fonction h ∈ C∞c (A) est pour l’instant arbitraire.
Utilisons la suite exacte (1.3), qui reste exacte apre`s passage aux points ration-
nels. Si F est la fonction de γ figurant dans la somme (1.7), on conside`re donc
(1.8)
∑
c∈C(Q)
∑
s∈S(Q)
F (sγ),
ou` l’on a choisi un repre´sentant γ ∈ Z(Q) de c. E´crivons s = s+ε, ou` ε ∈ E :=
{±1}dim(S) ⊂ S(Q) et s+ ∈ S(Q) ∩A. Si γ = αγ,
f∞(sγ) = h(s+α)ω−1λ (εγ) .
La somme e´tant finie, on peut supposer que les seuls termes pre´sents ve´rifient
s+α = 1 en prenant le support de h suffisament proche de 1 ; quitte a` changer le
repre´sentant γ on peut donc supposer α = 1 et donc s+ = 1 pour tous les termes
de (1.8), qui s’e´crit alors
(1.9)
∑
c∈C(Q)
∑
ε∈E
ω−1λ (εγ)fp(εγ)f
p,∞(εγ) .
Si c = 1, le terme correspondant est∑
ε
ω−1λ (ε)fp(ε)f
p,∞(ε) .
Puisque fp(ε) = ω
−1
p (ε), il est e´gal a`∑
ε
fp,∞(ε) ≥ fp,∞(1) > 0
si ωλ|E = ω−1p |E . Fixons λ0 ve´rifiant cette condition. Soit λ = λ0 + µ, avec µ ∈ X
trivial sur E ⊂ G∗. Soit Z le centre de G∗, donc Z = Z(R)/A. La suite exacte
1 −→ S(R) −→ Z(R) −→ C(R) −→ 1
implique que Z/E = C(R). Pour de tels λ, (1.9) se re´e´crit
(1.10)
∑
c∈C(Q)
a(c)µ−1(c)
ou` l’on a identifie´ dans l’e´criture µ(c) l’e´le´ment c ∈ C(Q) a` l’image de γ ∈ Z dans
C(R). De plus a(1) 6= 0 et a(c) est a` support finie. Puisque, tout en faisant tendre
λ vers l’infini dans les directions semisimples de G
∗
, on peut prendre pour µ|C(R)
des caracte`res arbitraires, la the´orie de Fourier sur ce tore compact implique que
(1.10) prend des valeurs non nulles.
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D’apre`s (1.7), on en de´duit que pour λ assez grand et soumis aux conditions
spe´cifie´es ci-dessus,
P (λ)−1 traceR(f) 6= 0 .
Mais
traceR(f) =
∑
Π cuspidale
trace Π∞(f∞) traceΠp(fp) dim(πp,∞)Kp,∞ ,
avec trace Π∞(f∞) = (
∫
A h(a)da) trace Π∞(fδ), ou` Π∞ est la restriction de Π∞
a` G. Si le parame`tre λ est assez re´gulier, toute repre´sentation de G ve´rifiant
traceΠ∞(fδ) 6= 0 appartient au L–paquet de se´ries discre`tes Π(δ) ([V]). Ceci ter-
mine la de´monstration.
Remarque 1.15. Comme on l’a indique´, le recours a` la formule des traces simplifie´e
n’est pas ne´cessaire. En particulier, on aurait pu conside´rer une repre´sentation πp
appartenant a` la se´rie discre`te, pour laquelle on peut construire une fonction fp
jouissant de proprie´te´ analogues. Mais il n’est pas vrai alors, en ge´ne´ral, que la
trace de fp n’est non–nulle que pour les repre´sentations obtenues par torsion de πp
(prendre G = GL2, πp = repre´sentation de Steinberg). Si les repre´sentations πp⊗χp
sont les seules repre´sentations unitaires ayant cette proprie´te´, la de´monstration reste
valide.
2. Le cas de GL(2n) :
repre´sentations et fonctions a` la place archime´dienne
Comme on l’a dit dans l’introduction le reste de l’article est consacre´ au groupe
GL(2n) sur Q. Dans ce chapitre nous voulons imiter dans ce cas les re´sultats re´els
du §1.5. Puisque GL(2n,R), pour n > 1, n’a pas de se´rie discre`te, les me´thodes
du Ch. 1 ne s’appliquent pas. On doit donc conside´rer l’automorphisme exte´rieur
(essentiellement : g 7→ tg−1) de GL(2n) ; tous les objets (repre´sentations, inte´grales
orbitales, formule des traces. . .) seront les objets tordus pour cet automorphisme.
2.1. Repre´sentations θ–stables. Soit J la matrice antidiagonale 1. ..
1
 ∈ GL(2n) .
On note G le groupe GL(2n) ; on le munit de l’automorphisme g 7→ θ(g) =
J tg−1J . Noter que θ pre´serve le sous–groupe de Borel usuel de G ; il ne pre´serve
pas un e´pinglage (cf. [KS]) (on revient la–dessus au chapitre 4).
Nous suivons Waldspurger [W1], ce qui nous permettra d’utiliser ses re´sultats
sans changement.
Soit π une repre´sentation (admissible) irre´ductible de G(R). Alors π est θ–
invariante (π ∼= πθ ou` πθ = π ◦ θ) si et seulement si π est isomorphe a` sa duale π˜.
Notons Ĝ = GL(2n,C) le groupe dual. La classification de Langlands associe a` π
une repre´sentation semisimple
r(π) : WR −→ Ĝ .
D’apre`s des faits bien connus, π ∼= π˜ si, et seulement si, r(π) est isomorphe a` r˜(π).
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Soit p1, . . . , pn ∈ 12+Z. Si p ∈ 12Z on lui associe un caracte`re χ de C×, note´ d’apre`s
Langlands z 7→ zp(z)−p. C’est un caracte`re unitaire. Soit r(χ) la repre´sentation de
WR induite de χ : Langlands lui associe une repre´sentation de la se´rie discre`te
(unitaire) de GL(2,R), que l’on notera δ(p). Si p ∈ 12 + Z, χ|R× est e´gal au signe.
La formule bien connue
det ind(χ) = (χ|R×)εC/R
montre que le caracte`re central de δ(p) est trivial.
Si r : WR −→ GL(2n,C) est la somme des r(χi) pour χi associe´ a` pi (dans 12+Z),
la repre´sentation π associe´e est l’induite unitaire
indGP (δ1 ⊗ · · · ⊗ δn) (δi = δ(pi))
ou` P est le parabolique de type (2, . . . , 2). Elle est tempe´re´e. Puisque le caracte`re
central de δ(p) est trivial, celle–ci est autoduale ; il en est de meˆme de π.
La repre´sentation π est alge´brique au sens de [Clo2], [HT]. Supposons de plus les
pi distincts. Alors π est cohomologique. Plus pre´cise´ment, soit
p(π) = (p1, p2, . . . , pn,−pn,−p2, . . . ,−p1)
ou` l’on a suppose´ p1 > p2 · · · > pn > 0, et
m(π) =
(
p1 − 2n−12 , p2 − 2n−32 , . . . , pn,−12 , −pn + 12 , . . . ,−p1 + 2n−12
)
= (m1,m2, . . . ,m2n) .
Alors m(π) est le plus haut poids d’une repre´sentation rationnelle V de GL(2n), et
H•(g,K∞;π ⊗ V ) 6= 0
(cf. [Clo2, Lemme 3.14] ; noter que V est autoduale).
Pour expliquer les calculs qui suivent, de´crivons la factorisation de r = r(π)
donne´e par la fonctorialite´ d’Arthur. Comme on l’a remarque´, chaque repre´sentation
r(χ) est de de´terminant trivial, donc
r(χ) : WR −→ SL(2,C).
Ainsi r(χ) laisse invariante une forme symplectique sur C2 ; on en de´duit que
dans une base convenable,
r : WR −→ Sp(2n,C) ⊂ GL(2n,C) .
Le groupe complexe Ĥ = Sp(2n,C) est le groupe dual du groupe spe´cial orthogonal
de´ploye´ de type Bn, que l’on notera H = SO
∗(2n+1) (sur R ou Q). Par conse´quent
r de´finit un parame`tre de Langlands (re´el) pour H. On ve´rifie aussitoˆt que r ne se
factorise par aucun sous–groupe de Levi de Ĥ ; d’apre`s Langlands r de´finit donc
un L–paquet de se´ries discre`tes de H(R), ou d’ailleurs de toute forme inte´rieure de
celui–ci ; en particulier r de´finit une repre´sentation de dimension finie πH de
Hc(R) = SO(2n+ 1,R) .
De´crivons celle–ci. Le tore maximal TH de Hc s’identifie naturellement a` (Ta)
n
ou` Ta est le tore re´el anisotrope de dimension 1 ; la demi–somme des racines, pour
un ordre convenable, est alors
ρH =
(2n− 1
2
,
2n− 3
2
, . . . ,
1
2
)
∈ X∗(TH)⊗ 1
2
Z =
(1
2
Z
)n
.
La repre´sentation πH a pour plus haut poids mH = pH − ρH ∈ X∗(TH), ou`
pH = (p1, . . . , pn) ;
pH est le parame`tre du caracte`re infinite´simal de πH .
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2.2. Application norme. Dans ce paragraphe nous de´crivons rapidement suivant
Waldspurger [W1, §III.2] – auquel nous renvoyons le lecteur pour les de´tails – l’ap-
plication (ou plutoˆt la correspondance), ge´ne´ralement appele´e norme, entre classes
de conjugaison tordue dans GL(2n,R) et classes de conjugaison dans SO∗(2n+1,R).
Notons G+ le produit semi–direct de {1, θ} ≃ Z/2Z par G, θ ope´rant par x 7→
J tx−1J . On a G+ = G
∐
θG = G
∐
G˜. Si g, h ∈ G on dit que g et h sont θ–
conjugue´s si g = x−1hxθ pour un x ∈ G ; il revient au meˆme de dire que θg, θh sont
conjugue´s par G ⊂ G+. Ces notions ont un sens pour les points a` valeurs dans un
corps quelconque.
G+ e´tant re´ductif (non connexe) il y a une notion naturelle d’e´le´ment semisimple
dans G+ ; g˜ = θg (g ∈ G) est semisimple si et seulement si g˜2 = (gθ)g est semisimple.
On dira que g est θ–semisimple. Si g est semisimple, son centralisateur ZG(g) dans
G est re´ductif. On dit que g est fortement re´gulier si c’est un tore10. Si g, h sont
fortement re´guliers, on dit qu’ils sont stablement conjugue´s s’il existe x ∈ G(C) tel
que xgx−1 = h. On fait des de´finitions analogues sur Q et sur un corps p–adique,
cf. [W1]. Par transport de structure on a donc de´fini des e´le´ments “stablement
θ–conjugue´s”, “θ–fortement re´guliers” dans G(R).
On sait de´finir de meˆme des e´le´ments fortement re´guliers, ainsi que la conjugaison
stable, dans H(R) (Kottwitz [K2]).
Soit g ∈ G(R) un e´le´ment fortement θ–re´gulier, et soit Λ(g) l’ensemble des valeurs
propres (complexes) de gθ · g : celles–ci sont distinctes. Alors il existe h ∈ H(R) tel
que l’ensemble des valeurs propres Λ(h) de h soit e´gal a` −Λ(g)∪ {1}. On dit que h
est une norme de g.
Notation 2.3. h = N g.
Proposition 2.4 (Waldspurger). La correspondance N de´finit une bijection entre
classes de θ–conjugaison stable d’e´le´ments fortement θ–re´guliers (dans G) et classes
de conjugaison stable d’e´le´ments fortement re´guliers (dans H).
On dit qu’un e´le´ment (fortement θ–re´gulier) de G est elliptique si sa norme est
une classe elliptique de H(R). On peut alors la conside´rer comme une classe de
conjugaison dans Hc(R), conjugaison et conjugaison stable e´tant identiques dans
un groupe compact.
2.5. Stabilite´ des caracte`res tordus Θπ,θ. Soit π une repre´sentation alge´brique,
re´gulie`re, tempe´re´e et (donc) autoduale (§2.1) de G(R). Le choix d’un ope´rateur
d’entrelacement involutif A : Hπ −→ Hπ (A2 = 1) entrelac¸ant π en π ◦ θ permet
d’e´tendre π en une repre´sentaton π+ de G+(R). On note Θπ,θ le caracte`re de π
+
sur G˜(R) :
Θπ,θ(g) = Θπ+(θg) (g ∈ G(R)) .
A priori, Θπ,θ est une distribution en g, mais un the´ore`me d’Harish–Chandra
(cf. Bouaziz [Bou]) montre que c’est une fonction analytique sur les e´le´ments (for-
tement) θ–re´guliers.
The´ore`me 2.6. Pour un choix convenable de A, on a pour tout g ∈ G(R) de
norme fortement re´gulie`re et elliptique :
Θπ,θ(g) = ΘπH (N g) .
10Cette de´finition diffe`re en apparence de celle de Waldspurger [W1, §I.1], mais sa classification
des centralisateurs ZG(g) ([W1, fin du §I.3]) montre qu’elle est e´quivalente pour GL(2n).
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En particulier, Θπ,θ est invariant par conjugaison (tordue) stable sur les e´le´ments
de norme elliptique.
Le the´ore`me re´sulte du travail de Bouaziz [Bou], qu’il nous suffit d’interpre´ter.
Comme l’article de Bouaziz est e´crit dans un langage tre`s diffe´rent de la the´orie
usuelle des repre´sentations admissibles (construction des repre´sentations par la
me´thode de Duflo–Kirillov) nous serons succincts, renvoyant le lecteur a` [Bou] pour
les de´tails.
Donnons un ensemble explicite de repre´sentants pour les classes de conjugaison
tordue d’e´le´ments fortement re´guliers. Dans THc
∼= (Ta(R))n, dont on repre´sente
les e´le´ments par (w1, . . . , wn) : wi ∈ C, |wi| = 1, un e´le´ment est fortement re´gulier
si wi 6= wj , w2i 6= 1. Dans GL(2,R), soit J2 la matrice
(
0 1
1 0
)
et conside´rons le
sous–groupe O(2,R) = J2SO(2,R) ∪ SO(2,R). Si θ est notre automorphisme usuel
pour GL(2), on a alors :
g ∈ SO(2,R) =⇒ (gθ)g = (J2gJ2)g = 1
g = J2h, h ∈ SO(2,R) =⇒ gθg = h2 .
On en de´duit que la norme est dans ce cas surjective de J2SO(2,R) vers THc
∼=
Ta(R) ; si Rα est la rotation d’angle α, elle envoie J2Rα vers −e2iα.
Dans GL(2n,R), on conside`re le tore TG ∼= Ta(R)n donne´ par les rotations
d’angle (α1, . . . αn) dans la base B = (e1, e2n ; e2, e2n−1 ; . . . ; en, en+1). Si Rα (α =
(α1, . . . , αn)) est une telle rotation, on a alors
N (J Rα) = (−e2iα1 ,−e2iα2 , . . . ,−e2iαn)
vu comme e´le´ment de THc .
A` la repre´sentation π, la me´thode des orbites associe une forme line´aire f ∈ g∗
ou` g = Lie (G/R) = M2n(R). Elle est de´finie ainsi. Soit h la sous–alge`bre de Cartan
de g isomorphe a` Cn, obtenue a` l’aide d’un plongement d’alge`bres C ⊂ M2(R) et
de la base B ci–dessus. Alors f : h −→ R est de´finie par
(z1, . . . , zn) 7→
∑
i
pi(zi − zi)/
√−1 =
∑
i
2 pi Im(zi) (zi ∈ C),
c’est donc (au facteur
√−1 pre`s) la diffe´rentielle de la repre´sentation induisant π.
On e´tend f , de fac¸on naturelle, en une forme line´aire sur g par dualite´ de Killing.
Le stabilisateur G(f) est alors TC
∐
θJTC, TC = (C
×)n e´tant le tore exponentielle
de h.
La forme biline´aire alterne´e Bf (X,Y ) = f([X,Y ]) sur g est non–de´ge´ne´re´e sur
g/g(f), ou` g(f) = LieG(f). SoitM le reveˆtement me´taplectique de Sp(g/g(f)). On
obtient alors une extension centrale
1 −→ {1, ε} −→ G˜(f) −→ G(f) −→ 1
([Bou, p. 47] ; Bouaziz note diffe´remment G˜(f)). L’application de chacun des fac-
teurs C×u = {w : |w| = 1} ⊂ C× de TC dans Sp(g/g(f)) est quadratique (i.e. , passe
au quotient par (C×u )/ ± 1. On en de´duit que ce reveˆtement est scinde´ au–dessus
de TC, puis au–dessus de TC
∐
θ · J · TC. Il existe donc un caracte`re unitaire τ de
G˜(f) tel que
τ(ε) = −1
τ(z) = χ(z) (z ∈ TC)
ou` χ est le produit des χi = z
pi(z)−pi .
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Soit s = s(α1, . . . , αn) ∈ G˜, s = θ · JRα, Rα e´tant la matrice de rotation ci–
dessus. Soit W le groupe de Weyl de (G, TC) : il s’identifie a` Sn × {±1}n := WH .
Par ailleurs la donne´e de τ de´finit une extension π+ de π a` G+. Alors, d’apre`s [Bou,
Prop. 6.1.2],
(2.1) Θπ+(θJRα) = Θπ,θ(JRα) =
∑
w∈WH
ε(w) wτ(s)ρl(s)
D(s)
.
La valeur de ρl(s) et de D(s) de´pend du choix d’un sous–espace lagrangien l ⊂
g⊗C (pour Bf ) stable par s ; soit g = gs⊕q la de´composition de g selon les espaces
propres de s. Alors
D(s) = det(1− s)|l∩q .
Il est clair que D(s) est invariant par conjugaison stable (pour des choix compa-
tibles de l). Par transport de structure on le calcule sur un e´le´ment de GL(2n,C)
de la forme θx ou`
x =

x1
. . .
xn
x−1n
. . .
x−11

.
On prend l e´gale au radical unipotent de l’alge`bre de Borel standard de M2n(C) :
on calcule les valeurs propres sur l de l’endomorphisme
X 7−→ −J Ad(x) tXJ .
Un calcul simple donne alors
D(x) =
n∏
i=1
(1 + x2i )
∏
i<j
(1− x2i /x2j )
∏
i<j
(1− x2i x2j)
qui n’est autre que le de´nominateur de Weyl
∏
(1− eα) (le produit portant sur les
racines positives de H) e´value´ en (−x2i ) = Nx. Le terme ρl(s)−1 le transforme en∏
(e−α/2 − eα/2) := DH . Par ailleurs
τ(s) = τ(θJ)τ(Rα) = τ(θJ)
∏
e2
√−1αipi = εχH(N (JRα))
ou` χH est le caracte`re de TH parame´tre´ par (p1, . . . pn) et N (JRα) = (−e2
√−1αi)
(noter que p parame`tre le caracte`re infinite´simal de πH , donc p = m + ρH ou` m
est le plus haut poids. L’inde´termination due au fait que p n’est pas un caracte`re
disparaˆıt puisqu’on e´value en des carre´s). Enfin, on ve´rifie que ε(w) co¨ıncide, au
signe pre`s, avec le de´terminant sur WH (voir [Bou, (5.5.1) et p. 46]). L’expression
(2.1) donne alors
Θπ,θ(x) = ε
∑
w
ε(w)N (x)wχH
D(N (x)) , ε = ±1
d’ou`, d’apre`s la formule de Weyl, le The´ore`me 2.2.
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2.7. Pseudocoefficients et inte´grales orbitales tordues. La repre´sentation π
de G(R) reste fixe´e (pour simplifier on note simplement G le groupe G(R)). On
ve´rifie aise´ment que π est θ–discre`te, i.e. , isole´e parmi les repre´sentatons tempe´re´es,
θ–invariantes de G. D’apre`s le the´ore`me de Paley–Wiener de Mezo [M], il existe une
fonction fπ ∈ C∞c (G), K∞–finie (pour un sous–groupe compact maximal K∞ de
G(R)) telle que
(2.2) trace(π(fπ)A) = 1
et
(2.3) trace(ρ(fπ)Aρ) = 0.
pour toute repre´sentation tempe´re´e, irre´ductible, θ–invariante de G ; on note A
l’ope´rateur d’entrelacement entre π et π ◦ θ, normalise´ par le The´ore`me 2.6, et Aρ
un ope´rateur d’entrelacement (non nul) entre ρ et ρ ◦ θ.
Soit γ ∈ G un e´le´ment θ–semisimple. Son centralisateur tordu I, e´gal par de´finition
a` la composante neutre de I ′ = {g ∈ G : g−1γgθ = γ} est alors re´ductif. On
conside`re l’inte´grale orbitale tordue (pour des mesures de Haar dg et di arbitraires)
TOγ(f) =
∫
I\G
f(g−1γgθ)
dg
di
pour f ∈ C∞c (G). Si γ est fortement re´gulier, I = I ′ est un tore.
Soit P =MN ⊂ G un parabolique θ–stable et soit γ ∈M un e´le´ment fortement
θ–re´gulier. Alors γ a la meˆme proprie´te´ relativement a` M , et son centralisateur
tordu est un tore de M . Si f ∈ C∞c (G) soit f¯(x) =
∫
K∞
f(k−1xkθ)dk (pour la
mesure de Haar normalise´e). Alors
TOγ(f) =
∫
I\MN
f¯(n−1m−1γmθnθ)
dmdn
di
.
Si h ∈ C∞c (P ) et m ∈M ,∫
N
h(n−1mnθm−1)dn = D(m)−1
∫
N
h(n)dn
ou` D(m) = |det(1 − Ad(m) ◦ θ)|n et n = Lie(N) ; D(m) est non nul si m est
θ–re´gulier. Ainsi
(2.4) TOγ(f) = D(γ)
−1
∫
I\M
f
(P )
(m−1γmθ)
dm
di
= D(γ)−1TOMγ (f
(P )
)
ou` l’inte´grale orbitale tordue est prise dans M et f (P ) est de´finie selon Harish–
Chandra par
f (P )(m) =
∫
N
f(nm)dn .
Lemme 2.8. Soit γ un e´le´ment fortement θ–re´gulier non–elliptique de G. Alors γ
est θ–conjugue´ a` un e´le´ment (fortement θ–re´gulier) de la composante de Levi M
d’un parabolique θ–stable propre de G.
Preuve — Soit en effet δ = γθγ. C’est un e´le´ment re´gulier de GL(2n,R) dont
l’ensemble des valeurs propres (distinctes et complexes) est auto–dual et dont au
moins une valeur propre λ ∈ C∗ n’est pas de module 1. Posons i = 1 ou 2 selon que λ
est re´el ou non et conside´rons le parabolique supe´rieur standard de type (i, 2n−2i, i)
de G ; il est θ–stable. A` conjugaison pre`s sur δ (et donc a` θ–conjugaison pre`s sur
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γ), on peut supposer que δ est un e´le´ment du sous-groupe de Levi standard M de
ce parabolique :
δ =
 λ ∗
λ−1

(si i = 2 on choisit un plongement de C dans M2(R)). Comme δ
θγ = γδ et δ est
re´gulier, cela impose que γ ∈M . 
Lemme 2.9. Si γ est fortement θ–re´gulier et non–elliptique,
TOγ(fπ) = 0 .
Preuve — D’apre`s (2.4) cette inte´grale orbitale se calcule dans M , ou` P = MN
est un parabolique propre, θ–stable et γ ∈M . D’apre`s [KR] – et graˆce au the´ore`me
de Paley–Wiener de Mezo de´ja` cite´ – une fonction h surM a des inte´grales orbitales
tordues nulles si trace (πM (h)A) = 0 pour toute repre´sentation θ–stable tempe´re´e
πM de M , A 6= 0 e´tant un ope´rateur entrelac¸ant πM et πM ◦ θ. Pour h = f (P ),
un lemme bien connu d’Harish–Chandra (qui s’e´tend formellement au cas tordu)
donne
trace (πM (h)A) = trace (πG(f)AG)
ou` πG est induite de πM et AG est l’ope´rateur d’entrelacement induit. Mais l’ex-
pression de droite s’annule d’apre`s (2.3). 
Soit γ ∈ G un e´le´ment θ–semisimple. On dit que γ est θ–elliptique si la compo-
sante de´ploye´e du centre de son centralisateur tordu est re´duite a` l’e´le´ment neutre.
L’e´le´ment δ = γθγ de GL(2n,R) est conjugue´ a` un e´le´ment diagonal de GL(2n,C)
de la forme (x1, . . . , xn, x
−1
n , . . . , x
−1
1 ). Il de´finit donc une classe de conjugaison Nγ
dans SO(2n+ 1,C), par son spectre
Λ(Nγ) = {−x1, . . . ,−x−11 } ∪ {1} .
On ve´rifie que Nγ (qui est toujours conjugue´ a` un e´le´ment de SO∗(2n + 1,R)) est
conjugue´ a` un e´le´ment, unique a` conjugaison pre`s de SO(2n+1,R) si, et seulement
si, γ est θ–elliptique.11
Lemme 2.10. Si γ ∈ G est θ–semisimple mais non θ–elliptique, TOγ(fπ) = 0.
Preuve — Soit en effet I le centralisateur tordu de γ. Une fonction f ∈ C∞c (G)
e´tant donne´e, on peut trouver une fonction h ∈ C∞c (I) telle que, pour x ∈ I, voisin
de 1,
TOxγ(f) = O
I
x(h)
le membre de droite e´tant une inte´grale orbitale ordinaire dans I (voir la preuve
de la Proposition 3.10 pour l’argument). Si xγ est fortement re´gulier, x est re´gulier
dans I ; pour x assez proche de 1, les composantes neutres du centralisateur de x et
du centralisateur tordu de xγ co¨ıncident ([La1, Cor. 3.1.5]). Puisque la composante
de´ploye´e du centre de I est non–triviale, les inte´grales orbitales OIx(h) sont donc
11Posons δ = γθγ. La conjugaison par θγ induit une involution sur Gδ (un sous-groupe de Levi
de GL2n) dont le sous-groupe des points fixes est le centralisateur tordu Gγ de γ. La structure des
anti-involutions des alge`bres semisimples complexes montre que le centre Z de Gγ co¨ıncide avec le
sous-groupe des θγ-invariants du centre Z′ de Gδ. Or Z
′ = GmD ou` D de´signe l’adhe´rence Zariski
du sous-groupe engendre´ par δ (central, fixe´ par θγ). Ainsi Z = Z′
γθ
= GθγmD = {±1}D, ce qui
conclut.
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nulles (au voisinage de 1) en les e´le´ments re´guliers et donc h(1) = TOγ(f) (pour
des normalisations convenables des mesures) s’annule. 
Si γ ∈ G est θ–semisimple, l’inte´grale orbitale tordue stable de f associe´e a` γ est
de´finie par Labesse [La1, §2.7]. On la note
STOγ(f) .
2.11. Inte´grales orbitales tordues en les e´le´ments elliptiques. Nous pouvons
maintenant de´montrer le re´sultat principal de ce chapitre.
The´ore`me 2.12. Soit γ un e´le´ment θ–semisimple de G(R).
(i) Si γ n’est pas θ–elliptique, TOγ(fπ) = STOγ(fπ) = 0.
(ii) Soit γ un e´le´ment θ–elliptique, et I = Iγ. Pour un choix convenable de
mesures positives sur G et Iγ,
TOγ(fπ) = e(γ)ΘπH (Nγ) ,
πH e´tant la repre´sentation (de dimension finie) de SO(2n + 1,R) associe´e a` π, et
e(γ) = ±1 un signe inde´pendant de π. En particulier, ces inte´grales orbitales sont
stables.
Nous ne de´crirons pas la normalisation des mesures, qui re´sulte de [La1, §A.1].
L’important est que, γ e´tant fixe´, celle–ci ne de´pend pas de π.
La partie (i) a de´ja` e´te´ de´montre´e. Conside´rons d’abord le cas ou` π0 est l’unique
repre´sentation tempe´re´e de G(R) ayant de la cohomologie a` coefficients triviaux :
c’est celle de´finie par p(π0) =
(
2n−1
2 ,
2n−3
2 , . . . ,
1−2n
2
)
(§2.1). Dans ce cas Labesse
[La1] a donne´ une construction de fπ0 par voie cohomologique, qui permet d’en cal-
culer les inte´grales orbitales tordues [La1, Thm. A.1.1], ce qui de´montre le the´ore`me
dans ce cas, π0,H e´tant la repre´sentation triviale
12. Nul doute que l’on pourrait
l’e´tendre au cas ge´ne´ral : comme nous avons de´montre´ des re´sultats plus puissants,
nous donnons une de´monstration diffe´rente.
Pour π donne´e, soit (ρ, V ) la repre´sentation alge´brique (θ–stable) telle que la
cohomologie de π a` coefficients dans V soit non nulle ; on de´finit de meˆme (ρH , VH),
ρH s’identifiant dans ce cas a` πH . On peut re´aliser V a` l’aide du the´ore`me de Borel–
Weil, dans la cohomologie de G(C)/B(C) a` coefficients dans le fibre´ en droites Lm
ou` m = m(π). Noter que m est invariant par θ ; on en de´duit naturellement une
repre´sentation de G+(C). Pour g ∈ G(C), θ–re´gulier, la trace (g × θ | V ) se calcule
a` l’aide du the´ore`me d’Atiyah–Bott ; un calcul simple montre que les points fixes
sont parame´tre´s par le centralisateur de θ dans W (G(C)) ∼= S2n, isomorphe a` WH .
On obtient alors
(2.5) trace (g × θ | V ) = trace (N g | VH ) .
Soit alors Θρ,θ le caracte`re tordu de ρ (pour ce choix d’ope´rateur d’entrelacement),
et soit
gπ = Θρ,θf0.
Alors gπ a les proprie´te´s du The´ore`me 2.12 relativement a` π. Pour montrer que
gπ a les meˆmes inte´grales orbitales que fπ, il suffit de montrer que pour toute
repre´sentation tempe´re´e θ–stable τ (et ope´rateur d’entrelacement Aθ associe´) :
(2.6) trace ( τ(fπ)Aθ ) = trace ( τ(gπ)Aθ )
12Dans cet article notre I est remplace´ par le « θ–centralisateur stable » , cf. [La1, p. 52]. La
description des centralisateurs tordus par Waldspurger [W1, §I] montre qu’ils co¨ıncident pour
GL(2n) avec nos centralisateurs connexes.
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(le fait que ceci implique l’e´galite´ des inte´grales orbitales tordues est le the´ore`me
de densite´ de Kottwitz-Rogawski [KR]).
On dit que τ est θ–discre`te si elle n’est pas induite d’une repre´sentation θ–stable
d’un parabolique θ–stable. Dans ce cas le caracte`re tordu est a` support dans les
e´le´ments non θ-elliptiques, donc (2.6) est e´vidente puisque les inte´grales orbitales
tordues correspondantes sont nulles. Les repre´sentations θ–discre`tes sont, comme
on le voit aise´ment, de la forme
(2.7) τ = Ind(δ1, . . . , δn),
ou` δi est une repre´sentation de GL(2,R), de la se´rie discre`te associe´e a` la repre´sentation
de WR induite d’un caracte`re z 7→ zpi(z¯)−pi de WC = C∗, avec pi ∈ 12Z, les pi e´tant
distincts, ou bien de la forme
(2.8) τ = Ind(δ1, . . . , δn−1, 1, ε),
les δi e´tant comme auparavant, et ε e´tant le caracte`re d’ordre 2 de R
∗.
Si les pi appartiennent a`
1
2 + Z (et donc τ est cohomologique), on a d’une part
trace ( τ(fπ)A
τ
θ ) = δ (τ, π)
ou` δ est le symbole de Kronecker et fπ est normalise´e par A
π
θ ; par ailleurs
(2.9) trace ( τ(gπ)A
τ
θ ) =
∫
G
Θτ,θ(g)Θρ,θ(g) f0(g) dg .
Mais les inte´grales orbitales tordues de f0 s’annulent pour g non θ–elliptique ; si g
est θ–elliptique re´gulier (donc de centralisateur tordu U(1)n = T ) et si la mesure
sur T est normalise´e, on trouve ([La1, Thm. A.1.1])
TOg(f0) = 1
(f0 e´tant bien suˆr le pseudocoefficient associe´ a` une mesure dg qui est celle de´finissant
l’inte´grale obitale). Donc (2.9) s’e´crit∫
G
Θτ,θ(g)Θρ,θ(g) f0(g) dg =
1
|W |
∫
T
{
∑
N δ=γ
Θτ,θ(δ)Θρ,θ(δ)∆(γ)}dγ,
ou` ∆(γ) est un de´nominateur de Weyl (pour la formule d’inte´gration de Weyl rela-
tive a` la conjugaison tordue), qu’on ve´rifie eˆtre e´gal a` un facteur 2n pre`s (le nombre
de δ de norme γ) au de´nominateur de Weyl pour SO(2n+1). Le The´ore`me 2.6 et la
relation (2.5) impliquent alors que trace (τ(gπ)A
τ
θ )) = δ(τ, π), d’apre`s les relations
d’orthogonalite´ sur SO(2n + 1).
Conside´rons enfin les autres repre´sentations τ de type (2.7) ou (2.8). On a
trace ( τ(gπ)A
τ
θ ) = trace
( ∫
G τ(x) gπ(x)A
τ
θ
)
dx
= trace
( ∫
G τ(x) f0(x) trace ( ρ(x)A
ρ
θ )A
τ
θ
)
dx
= trace
( ∫
G f0(x) ( τ(x) ⊗ ρ(x) )Aτθ ⊗Aρθ
)
dx .
Si τ est du type indique´ et non cohomologique, son caracte`re infinite´simal λ (la
somme des pi et des −pi, avec p = 0 pour les caracte`res 1, ε) n’appartient pas a`
{12+Z}2n. On sait que les caracte`res infinite´simaux des sous-quotients de τ⊗ρ sont
de la forme λ+ µ ou` µ est un poids (entier) de ρ. Il a donc la meˆme proprie´te´ ; la
trace de f0 dans τ ⊗ ρ est donc nulle, ce qui termine la de´monstration. 
Si T ⊂ G est le centralisateur tordu d’un e´le´ment θ-semisimple fortement re´gulier
et siD(T,G,R) classifie la conjugaison stable (modulo conjugaison) pour les e´le´ments
de T , on a D(T,G,R) = H1(R, T ) puisque G est cohomologiquement trivial. Avec
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les notations de Labesse [La1, p. 122-123], H1(R, T ) = E(T,G,R) ; si κ est un
e´le´ment du dual de E , on en de´duit :
Corollaire 2.13. Si κ 6= 1
TOδ,κ(fπ) =
∑
d∈D(T,G,R)
〈κ, d〉TOdδ(fπ) = 0.
Un argument de descente (ibid.) montre que le meˆme re´sultat d’annulation
s’e´tend a` tous les e´le´ments δ de norme elliptique. La fonction fπ est donc stabi-
lisante au sens de Labesse.
3. Asymptotique de la formule des traces tordues de GL(2n)
Dans ce chapitre, nous de´montrons le The´ore`me B e´nonce´ dans l’introduction en
admettant le The´ore`me E.
3.1. E´nonce´ du the´ore`me. Soient ℓ et p deux nombres premiers distincts, n ≥ 1
un entier. On conside`re a` nouveau le groupe alge´brique G := GL2n sur Q muni de
son Q-automorphisme d’ordre 2
θ(g) = J tg−1J−1,
ou` J = J−1 ∈ GL2n(Q) est la matrice antidiagonale de´finie au §2.1. On de´finit
encore G+ comme e´tant le Q-groupe produit semi-direct de Z/2Z = 〈θ〉 par G
de´fini par θ.
A` la place p, fixons une repre´sentation irre´ductible supercuspidale ω de GLn(Qp)
dont la contragre´diente ωˇ n’est isomorphe a` aucune tordue non ramifie´e de ω. Soient
P le parabolique triangulaire supe´rieur de G de type (n, n) et M = GLn × GLn
son sous-groupe de Levi diagonal. Si χ est un caracte`re non ramifie´ de GLn(Qp),
on notera I(χ) l’induite parabolique normalise´e de P a` G de la repre´sentation
(ω ⊗ χ)× (ωˇ ⊗ χ−1)
de M(Qp). Ces repre´sentations seront e´tudie´es en de´tail dans un paragraphe ulte´-
rieur (§4.1). Disons simplement ici que les I(χ) sont irre´ductibles et autoduales, de
sorte qu’elles se prolongent (en fait de manie`re naturelle car les donne´es ci-dessus
sont θ-stables) a` G+(Qp).
L’objectif principal de ce chapitre est de de´montrer le re´sultat suivant.
The´ore`me 3.2. Il existe une repre´sentation automorphe cuspidale irre´ductible Π
de GL2n(A) ayant les proprie´te´s suivantes :
i) Πˇ ≃ Π,
ii) Π∞| · |(2n−1)/2 est alge´brique re´gulie`re,
iii) Π est non ramifie´e a` toutes les places finies diffe´rentes de ℓ et p,
iv) Πp ≃ I(χ) pour un certain χ,
v) Πℓ est la repre´sentation de Steinberg.
Afin d’utiliser la formule des traces d’Arthur, nous aurons besoin de certaines
proprie´te´s des inte´grales orbitales tordues des pseudocoefficients ne´cessaires en∞, ℓ
et p. Le travail archime´dien a de´ja` e´te´ fait dans le chapitre pre´ce´dent. Une premie`re
sous-section §3.4 sera consacre´e a` l’e´tude des pseudocoefficients θ-tordus de la
repre´sentation de Steinberg, ce qui fournira les renseignements ne´cessaires en ℓ.
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En ce qui concerne la place p, nous admettrons au §3.14 le re´sultat suivant dont la
preuve fera l’objet du chapitre 4.
Conside´rons l’ele´ment θ-semisimple elliptique
γ0 :=
(
1n 0
0 −1n
)
∈ G(Q).
The´ore`me 3.3. Il existe une fonction fp : G(Qp) −→ C localement constante a`
support compact ayant les proprie´te´s suivantes :
(i) Si π est une repre´sentation lisse irre´ductible autoduale de G(Qp) et si A :
π
∼→ π ◦ θ est un G(Qp)-isomorphisme, alors trace(Aπ(f)) = 0 si π n’est pas
de la forme I(χ),
(ii) L’inte´grale orbitale tordue
TOγ0(fp) =
∫
Iγ0 (Qp)\G(Qp)
fp(g
−1γ0θ(g))µ
est non nulle.13
3.4. Fonctions d’Euler-Poincare´ et repre´sentation de Steinberg dans le
cas tordu. Dans cette partie, nous rappelons ou e´tablissons certaines proprie´te´s
des fonctions d’Euler-Poincare´ associe´es a` un automorphisme d’un groupe re´ductif
connexe. Les e´nonce´s e´tant ici tout a` fait ge´ne´raux, nous nous plac¸ons dans tout ce
§3.4 dans le cadre suivant.
3.4.1. On fixe F un corps local non archime´dien de caracte´ristique nulle, G un
groupe re´ductif connexe sur F et θ un automorphisme F -rationnel de G disons
d’ordre fini14 h. On note G+ le produit semi-direct de Z/hZ par G de´fini par θ,
S le F -tore maximal central de´ploye´ de G et X∗(S) = Hom(S,Gm) le groupe
abe´lien libre des caracte`res rationnels de S. Le groupe quotient G+/G = 〈θ〉 agit
par conjugaison sur S ; on peut donc conside´rer le plus grand sous-tore Sθ de S fixe´
par θ ainsi que son polynoˆme caracte´ristique re´ciproque
P (z) := det(1− zθ|X∗(S)) ∈ Z[z].
On de´finit de plus q(G) ≥ 0 comme e´tant le rang d’un F -tore de´ploye´ maximal du
groupe G/S.
Nous noterons 1 la repre´sentation triviale de G+(F ) et St la repre´sentation de
Steinberg. Rappellons que cette dernie`re est de´finie comme suit. Soit B un para-
bolique minimal de G de´fini sur F . Tous les tels e´tant G(F ) conjugue´s il existe un
e´le´ment θB ∈ G(F )θ tel que θB(B) = B. Notons IB l’espace des fonctions com-
plexes lisses sur B(F )\G(F ) : c’est une repre´sentation de G(F ) par translations a`
droite qui se prolonge naturellement a` G+(F ). La repre´sentation de Steinberg St
de G+(F ) est alors l’unique quotient irre´ductible de IB. Par exemple, St = 1 si G
est un tore. De plus, St se factorise par G(F )/S(F ) = (G/S)(F ) (via Hilbert 90) :
c’est la repre´sentation de Steinberg de G/S, et elle est de carre´ inte´grable si S = 1.
Enfin, les F -tores de´ploye´s maximaux de B e´tant conjugue´s sous B(F ), on peut
supposer quitte a` remplacer θB par un e´le´ment de la forme bθB pour b ∈ B(F )
que θB stabilise un tel tore S
′ de B, auquel cas il pre´serve aussi le centralisateur
de S′ dans B qui est un sous-groupe de Levi de B. L’automorphisme θB agit sur
13µ est ici une mesure G(Qp)-invariante non nulle quelconque sur Iγ0(Qp)\G(Qp), Iγ0 ≃ Sp2n
e´tant le centralisateur de γ0.
14En fait, l’hypothe`se que θ est d’ordre fini ne sera utilise´e que dans le point (ii) de la Proposition
3.8, pour laquelle nous devons supposer que G+ est un groupe alge´brique line´aire.
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Λq(G)(X∗(S′/S)) par un signe que l’on note ǫ(θ) (il de´coulera par exemple de la
proposition suivante que ce signe ne de´pend d’aucun choix).
Exemple 3.5. Dans le cas qui nous inte´resse F = Ql, G = GL2n et θ est comme
au §3.1. On a S = Gm et θ y agit par l’inversion, donc Sθ = 1 et P (1) = 2. De plus,
θ pre´serve le sous-groupe de Borel triangulaire supe´rieur, son tore diagonal et agit
sur ce dernier par (x1, x2, · · · , x2n) 7→ (x−12n , · · · , x−12 , x−11 ) donc ε(θ) = (−1)n−1 (et
q(G) = 2n− 1).
3.5.1. Nombre de Lefschetz d’un automorphisme. Suivant Borel-Wallach [BW, X.5],
notons H ie(G(F ),−) les foncteurs de´rive´s du foncteur des G(F )-invariants de la
cate´gorie des repre´sentations complexes lisses de G(F ) dans celle des espaces vec-
toriels complexes. Il est de´montre´ loc. cit. que si V est une repre´sentation lisse
admissible de G(F ), alors les H ie(G(F ), V ) sont de dimension finie, nuls pour
i > q(G) + dimF (S). Si V est de plus la restriction a` G(F ) d’une repre´sentation
de G+(F ), ces espaces sont munis d’une action naturelle de G+(F )/G(F ) = 〈θ〉, ce
qui de´finit le « nombre de Lefschetz » de θ :
LefG(θ, V ) =
∑
i≥0
(−1)itrace(θ,H ie(G(F ), V )).
Ces nombres ont e´te´ notamment e´tudie´s par Borel-Labesse-Schwermer [BLS,
§9]15. La proposition suivante repose essentiellement sur des re´sultats de Casselman
et Borel-Wallach.
Proposition 3.6. Lef(θ, ·) est non identiquement nul si, et seulement si, Sθ = {1},
ou ce qui est e´quivalent si P (1) 6= 0. Supposons donc que P (1) 6= 0 et fixons V une
repre´sentation irre´ductible unitaire de G+(F ).
(i) LefG(θ, 1) = P (1) et LefG(θ,St) = P (1)(−1)q(G)ε(θ).
(ii) Si V est essentiellement tempe´re´e, LefG(θ, V ) 6= 0 si, et seulement si, V =
St.
(iii) Si G/S est quasi-simple, LefG(θ, V ) 6= 0 si, et seulement si, V = St ou
V = 1.
Preuve — Soit V une repre´sentation complexe lisse de G(F ). D’apre`s Hitta [Hi], on
dispose pour la paire S(F ) ⊂ G(F ) d’une suite spectrale de type Hochschild-Serre
Ep,q2 = H
p
e (G(F )/S(F ),H
q
e (S(F ), V )) =⇒ Hp+qe (G(F ), V ).
Si V est la restriction a` G(F ) d’une repre´sentation de G+(F ), cette suite spectrale
est par construction naturellement munie d’une action de G+(F )/G(F ) compatible
a` l’action rappele´e plus haut sur son aboutissement. Si de plus S(F ) agit triviale-
ment sur V , Ep,q2 s’e´crit alors H
q
e (S(F ), 1) ⊗C Hpe (G(F )/S(F ), V ). Dans le cas ou`
V est de surcroˆıt admissible on obtient donc l’identite´
(3.1) LefG(θ, V ) = LefS(θ, 1)LefG/S(θ, V ).
Supposons maintenant que W est une repre´sentation lisse irre´ductible de G(F )
telle que H ie(G(F ),W ) 6= 0 pour un certain entier i ≥ 0. D’apre`s un re´sultat de
Borel-Casselman, W est un constituant irre´ductible de IB ([BW, X.2.4, X.4.3]).
En particulier, W est de caracte`re central trivial et elle se factorise donc en une
repre´sentation de G(F )/S(F ) = (G/S)(F ). Ainsi, d’apre`s l’identite´ (3.1), il suffit
15Notons que la Proposition 8.2 (2) de [BLS] est incorrecte : si Sθ 6= 1 alors LefG(θ,−) est iden-
tiquement nul, ce qu’ils de´montrent d’ailleurs au passage au cours de la preuve de leur Proposition
8.4. L’erreur se trouve dans l’appel a` [BW, X.4.7], qui ne´cessite G simplement connexe.
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de de´montrer la proposition dans les cas S = {1} et G = S (et dans ce cas pour
V = 1).
Supposons d’abord G = S. La valuation F ∗ −→ Z induit un isomorphisme
canonique X∗(S) ⊗Z C ∼→ HomZ(S(F )/S(F )0,C), ou` S(F )0 est le sous-groupe
compact maximal de S(F ). Le calcul standard de la cohomologie des tores nous
fournit alors des isomorphismes canoniques ([BW, X.2.6])
(3.2) H ie(S(F ), 1)
∼→ Λi(X∗(S)⊗Z C), i ≥ 0.
d’ou` l’on tire LefS(θ, 1) = P (1).
Supposons enfin S = {1} (i.e. G(F ) de centre compact) et fixons V comme dans
l’e´nonce´. D’apre`s Borel-Wallach [BW, XI.3.8], si V est tempe´re´e et siH ie(G(F ), V ) 6=
0, alors i = q, V = St. De plus, si H ie(G(F ), 1) 6= 0 alors i = 0. Enfin, si G est
quasi-simple et si H ie(G(F ), V ) 6= 0, alors V = St ou V = 1 d’apre`s [BW, XI.3.9].
Il ne reste donc qu’a` verifier que θ agit sur H
d(G)
e (G(F ),St) par la multiplication
par le signe ǫ(θ) de´fini au §3.4.1. Comme les H ie(G(F ), ·) s’annulent si i > q(G), on
dispose d’une surjection
Hq(G)e (G(F ), IB) −→ Hq(G)e (G(F ),St)
et il suffit de voir que l’espace de gauche est de dimension 1 et de montrer que l’ac-
tion de θ, ou ce qui est e´quivalent de θB, y agit par ε(θ). Par le lemme de Shapiro
([BW, X.4.2]) applique´ a` la repre´sentation induite IB, on dispose d’une identifica-
tion θB-e´quivariante H
q(G)
e (G(F ), IB)
∼→ Hq(G)e (M(F ), 1) ou` M est le Levi de B
centralisant S′. Comme M(F )/S′(F ) = (M/S′)(F ) est compact, la suite spectrale
de Horschild-Serre rappele´e plus haut fournit pour tout i ≥ 0 un isomorphisme
canonique θB-equivariant H
i
e(S
′(F ), 1) ∼→ H ie(M(F ), 1), et on conclut alors par
l’identite´ (3.2) applique´ a` G = S′(F ) et i = q(G). 
Remarque 3.7. Soient P un sous-groupe parabolique de G et M un sous-groupe
de Levi de P qui sont tous deux de´finis sur F et normalise´s par un e´le´ment θM ∈
G(F )θ. Par le lemme de Shapiro lisse, pour toute repre´sentation admissible W de
M(F )⋊ 〈θM 〉, on a
LefG(θ, Ind
G
PW ) = LefM (θM ,Wδ
1/2
P )
(l’induite de P (F ) a` G(F ) e´tant lisse et normalise´e). En particulier, ce nombre est
nul si W est unitaire et P 6= G, car les constituants irre´ductibles de Wδ1/2P sont de
caracte`re central non trivial (et meˆme non unitaire).
3.7.1. Fonctions d’Euler-Poincare´ d’un automorphisme. Fixons une mesure de Haar
µ sur G+(F ).
Proposition 3.8. Supposons P (1) 6= 0. Il existe une function fEP : G+(F ) −→ C
localement constante et a` support compact dans θG(F ) telle que pour toute repre-
sentation admissible (π, V ) de G+(F ) on ait trace(π(fEP )) = LefG(θ, V ). Elle jouit
de plus des proprie´te´s suivantes :
(i) La fonction f ′EP :=
ǫ(θ)(−1)q(G)
P (1) fEP est un pseudo-coefficient de St : si (π, V )
est irre´ductible et essentiellement tempe´re´e, alors trace(π(f ′EP )) = 1 si V =
St, 0 sinon.
(ii) Soient γ ∈ θG(F ) un e´le´ment semisimple, Iγ la composante neutre du cen-
tralisateur de γ dans G ; on munit Iγ(F )\G(F ) d’une mesure G(F )-invariante
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µ. Alors l’inte´grale orbitale « tordue »
Oγ(fEP ) :=
∫
Iγ(F )\G(F )
fEP (g
−1γg)µ
est non nulle si et seulement si Iγ(F ) est de centre compact.
Dans le cas ou` G/S est quasi-simple, (i) admet la variante plus forte
(i)’ Si G/S est quasi-simple et V 6= St, 1 est irre´ductible et unitaire, alors
trace(π(f ′EP )) = 0.
Remarque 3.9. Ces fonctions fEP ont e´te´ introduites par Kottwitz dans [K1,
§2] sous le nom de fonctions d’Euler-Poincare´ dans le cas ou` S et θ sont triviaux,
il y de´montre la proposition dans ce cadre. Certaines de leurs proprie´te´s ont e´te´
e´tendues par Borel-Labesse-Schwermer dans [BLS] dans la ge´ne´ralite´ adopte´e ici
(voir cependant les notes de bas de page qui suivent). Les arguments de cette
section ne sont que des adaptations essentiellement triviales de ces re´sultats. Notons
que l’existence d’une fonction fEP satisfaisant (i) pourrait se de´duire du the´ore`me
de Paley-Wiener, mais la de´monstration de Kottwitz a l’avantage de fournir une
fonction fEP explicite en terme de l’immeuble de Bruhat-Tits de G et de fournir
la proprie´te´ (ii) a` peu de frais.
Le reste de cette partie sera consacre´ a` la preuve de la proposition.
3.9.1. L’immeuble de Bruhat-Tits de G et de´finition de fEP . Soit B l’immeuble de
Bruhat-Tits de G ([Ti]). On rappelle que c’est un complexe polysimplicial ([BT,
§1.1]) muni d’une action cellulaire de G(F ), et meˆme de G+(F ). Pour fixer les
ide´es, disons que nous conside´rons la normalisation canonique de sa partie torale
au sens de Rousseau [Ti, §1.2]. Rappelons qu’un sommet de B est un polysimplexe
de dimension 0 et qu’une chambre de B est l’inte´rieur d’un polysimplexe de di-
mension maximale, en l’occurence dim(S) + q(G). L’immeuble B est contractile et
a la proprie´te´ que le stabilisateur dans G(F ) de chaque partie compacte de B est
un sous-groupe compact ouvert, de sorte que le complexe de ses chaines polysim-
pliciales oriente´es permet de calculer la cohomologie des repre´sentations lisses de
G(F ) (Casselman-Wigner, Borel-Wallach [BW, X.2]) de la manie`re suivante. Rap-
pelons qu’un polysimplexe est la donne´e d’un couple (p, ǫ) ou` p est un polysimplexe
de dimension > 0 et ǫ une orientation de p. Pour i ≥ 0 notons Pi,± l’ensemble
des polysimplexes oriente´s de B de dimension i, il est muni d’une action naturelle
de G+(F ). Si V est une repre´sentation lisse de G(F ) et i ≥ 0, de´finissons Ci(V )
comme e´tant l’espace des fonctions G(F )-e´quivariantes ϕ : Bi,± −→ V telles que
ϕ((p,−ε)) = −ϕ(p, ε) pour tout polysimplexe oriente´ (p, ε) ∈ Bi,± de dimension
> 0. Les C := (Ci)i≥0 forment alors un complexe de cochaines dont la cohomo-
logie est H ie(G(F ), V ). On suppose dore´navant que V est une repre´sentation ad-
missible de G+(F ), G+(F )/G(F ) agit alors naturellement sur C par la formule
θ(f)(x) = θ(f(θ−1(x))),∀f ∈ Ci(V ).
D’apre`s Bruhat-Tits, les chambres de B sont permute´es transitivement par G(F ),
de sorte que l’action de G(F ) sur les polysimplexes n’a qu’un ensemble fini Σ
d’orbites. Si s est une telle orbite, on note dim(s) la dimension commune de ses
polysimplexes, et on note Σi ⊂ Σ le sous-ensemble des orbites de dimension i. Il
vient que l’on a une de´composition G(F )-e´quivariante Ci(V ) = ⊕s∈ΣiCi(V )s, ou`
Ci(V )s est le sous-espace des fonctions a` support dans l’orbite s.
Si p est un polysimplexe, notons Gp (resp. G
+
p ) le sous-groupe de G(F ) (resp.
G+(F )) laissant p globalement invariant : c’est un sous-groupe compact ouvert. On
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dispose alors d’un caracte`re d’orientation16 continu signp : G
+
p → {±1} et on note
Vp le plus grand sous-espace de V sur lequel Gp agit par signp. Si p ∈ s, φ 7→ φ(p)
induit alors un isomorphisme Ci(V )s
∼→ Vp (qui est donc de dimension finie). Il y a
deux cas :
- Si θ(s) 6= s, alors trace(θ,∑n∈ZCi(V )θn(s)) = 0.
- Si θ(s) = s, il existe θs ∈ G(F )θ tel que θs(p) = p. La trace de θ sur Ci(V )s
ne de´pendant que de l’image de θ dans G+(F )/G(F ), on peut la calculer
pour θs par e´valuation en p, et l’on trouve signp(θs)trace(θs, Vp) (noter que
G+p = 〈Gp, θs〉 et θs normalise Gp).
Pour chaque s ∈ Σ fixe´ par θ, on choisit alors un ps ∈ s et on de´finit fs comme
e´tant la fonction sur G+(F ) qui vaut signp sur G
+
p ∩ θG(F ) et qui est nulle ailleurs.
Si l’on pose17
(3.3) fEP :=
∑
s∈Σ,θ(s)=s
(−1)dim(s)µ(Gps)−1fs,
on a montre´ que trace(π(fEP ), V ) = LefG(θ, V ), i.e. que fEP est une fonction
d’Euler-Poincare´ pour θ. Le point (i) de la proposition de´coule alors de la Proposi-
tion 3.8. Notons que par construction, la mesure µfEP est inde´pendante du choix
de µ, et que les inte´grales orbitales des fs, et donc de fEP , ne de´pendent pas du
choix des ps.
3.9.2. Inte´grales orbitales de fEP en les e´le´ments semisimples de G(F )θ. Il ne reste
qu’a` de´montrer (ii). La de´monstration de Kottwitz [K1, Theorem 2.2] s’e´tend essen-
tiellement verbatim. Fixons agir G(F ) sur G(F )+ par la conjugaison « a` droite »
g.γ := g−1γg et fixons γ ∈ G(F )θ un e´le´ment de G(F )+ comme dans l’e´nonce.
Comme γ est semisimple, l’orbite ω(γ) := G(F ).γ est alors ferme´e dans G(F )θ et
l’integrale orbitale de l’e´nonce´ est trivialement convergente.
Le sous-espace Bγ ⊂ B des points fixes de γ est muni d’une structure de complexe
polysimplicial dont les polysimplexes sont les p ∩ Bγ non vides, i.e. tels que p est
dans l’ensemble F(γ) des polysimplexes de B stables globalement par γ. Supposons
que Bγ est non vide, ce qui est toujours le cas si le centre de Iγ(F ) est compact18.
C’est alors un ensemble clos au sens de Bruhat-Tits, il est en particulier contractile.
Il he´rite de (B, G(F )) les proprie´te´s suivantes : Iγ(F ) agit de manie`re cellulaire sur
Bγ , tout point de Bγ a un stabilisateur compact ouvert, et tout sous-groupe compact
de Iγ fixe un point de Bγ . Enfin, si p est un polysimplexe de B et g ∈ G(F ),
(3.4) g.γ ∈ G+p ⇔ gp ∈ F(γ),
ce qui ne de´pend que de Iγ(F )gGp. En particulier, Iγ(F ) n’a qu’un nombre fini
d’orbites sur G(F )p ∩F(γ), et donc sur F(γ), car ω(γ)∩G+p est compact. D’apre`s
16Si p est un simplexe et g ∈ G+p , signp(g) est aussi la signature de la permutation des sommets
de p induite par g. Contrairement a` ce qui semble sous-entendu dans [K1, §2] et dans la preuve
de [BLS, Prop. 8.4], pre´cisons que cela ne vaut plus pour un polysimplexe ge´ne´ral : conside´rer
une re´flexion d’un carre´ d’axe passant par le milieu d’un cote´ (cela se produit par exemple si
G = G+ = PGL2 × PGL2).
17Noter que strictement, l’expression de fEP donne´e par Borel-Labesse-Schwermer dans la
preuve de [BLS, Prop. 8.4] n’est valable que quand G est semisimple et simplement connexe, qui
est l’hypothe`se de validite´ de [BW, X.2.5] auquel ils renvoient, et auquel cas le complexe C se
simplifie. C’est une des raisons pour laquelle nous avons redonne´ l’argument complet.
18En effet, une puissance finie de γ est dans le centre de Iγ(F ), elle admet donc un point fixe
x ∈ Bγ quand ce centre est compact. L’ensemble fini {γnx, n ∈ Z} ⊂ B est alors stable par γ et
son enveloppe convexe contient un e´le´ment de Bγ d’apre`s [BT, Prop. 3.2.4].
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Serre [S1, §3.3], toutes les conditions sont donc satisfaites pour que le complexe
cellulaire Bγ permette de calculer la mesure d’Euler-Poincare´ de Iγ : si µI est la
mesure de Haar sur Iγ telle que µ = dµ/dµI , c’est la mesure signe´e canonique
µEP,Iγ :=
∑
p∈Iγ(F )\F(γ)
(−1)dim(p) µI
µI(Iγ(F ) ∩Gp) .
D’apre`s [S1, Prop. 28], cette mesure est non nulle si, et seulement si Iγ(F ) est de
centre compact, son signe est alors (−1)q(Iγ ).
Il ne reste qu’a` ve´rifier que Oγ(fEP )µI = µEP,Iγ si Bγ 6= ∅ et qu’elle est nulle
sinon. Notons d’abord que si θ(s) 6= s, s ∩ F(γ) = ∅. Soit s = G(F )ps ∈ Σθ, alors
par de´finition de fs et (3.4) on a
Oγ(fs) =
∑
p∈Iγ(F )\(s∩F(γ))
signp(γ)µI(Iγ(F ) ∩Gp)−1.
On conclut en notant que19 si p ∈ F(γ), signp(γ) = (−1)dim(p)−dim(p∩Bγ).
3.9.3. Inte´grales orbitales non semisimples. Un e´le´ment semisimple γ ∈ θG(F ) est
dit elliptique si Iγ(F ) est de centre compact.
Proposition 3.10. Soit f ∈ C∞c (θG(F )) telle que Oγ(f) = 0 pour tout e´le´ment
γ ∈ θG(F ) semisimple non elliptique, alors Oγ(f) = 0 pour tout e´le´ment γ ∈ θG(F )
non semisimple.
Preuve — En effet, e´crivons
γ = νσ = σν
la de´composition de Jordan de γ, ou` ν ∈ G(F ) est unipotent et σ ∈ θG(F ) semi-
simple. Si I = Iγ etM = Iσ de´signent les centralisateurs connexes respectifs de γ et
σ dans G, alors M est re´ductif, I est unimodulaire et I ⊂M . De plus, ν ∈M(F ).
Si f ∈ C∞c (θG(F )), on peut e´crire
Oγ(f) =
∫
I(F )\G(F )
f(g−1γg)
dg
di
=
∫
M(F )\G(F )
∫
I(F )\M(F )
f(g−1m−1νσmg)
dm
di
dg
dm
=
∫
M(F )\G(F )
∫
I(F )\M(F )
f(g−1m−1νmσg)
dm
di
dg
dm
,
la seconde inte´grale e´tant l’inte´grale orbitale ordinaire dans le groupe re´ductif
connexe M de la fonction
fMg (m) := f(g
−1mσg)
en ν ∈M(F ) (remarquer que le centralisateur de ν dans M est exactement I).
D’apre`s le lemme de compacite´ usuel, e´tendu par Arthur [A3, Lemme 2.1] au
cas tordu, il existe un voisinage ouvert M(F )-invariant U de 1 dans M(F ) tel que,
pour tout sous-ensemble compact Ω de θG(F ), il existe un sous-ensemble compact
ω de M(F )\G(F ) ayant la proprie´te´ suivante : si g ∈ G(F ) et g−1Uσg ∩ Ω 6= ∅,
alors M(F )g ∈ ω. Soit M+ le centralisateur de σ dans G.
19Se ramener a` ve´rifier cette relation pour le de´terminant d’une isome´trie d’un espace affine
euclidien ayant un point fixe.
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Lemme 3.11. Il existe un voisinage ouvert compact V de 1 dans M(F ) ayant la
proprie´te´ suivante : pour tous u ∈ V et g ∈ G(F ) tels que g−1uσg ∈ σV, alors
g ∈M+(F ).
Preuve — Il s’agit d’une variante de [La1, Lemme 3.1.4]. D’apre`s [La1, Lemme
3.1.1]20, il existe une sous-varie´te´ analytique Y = Y −1 ⊂ G(F ) et un voisinage
ouvert V de 1 dans M(F ) telle que l’application
Y × V −→ σG(F ), (y, u) 7→ y−1uσy,
soit un diffe´omorphisme sur son image Ω, un voisinage ouvert compact de σ dans
σG(F ). De plus, si (y, u) ∈ Y ×M(F ) est tel que y−1uσy ∈ σV, alors u ∈ V et
y = 1. En particulier,
(3.5) ∀ (g, u) ∈ (M+(F )Y )× V, g−1uσg ∈ σV =⇒ g ∈M+(F ).
Supposons maintenant par l’absurde que l’e´nonce´ ne tient pas : il existe une
suite d’e´le´ments (gn, un, vn) de (G(F )\M+(F ))× V × V telle que (un, vn)→ (1, 1)
et g−1n unσgn = vnσ. D’apre`s (3.5), gn /∈M+(F )Y . D’apre`s le lemme de compacite´,
on peut trouver un compact ω ⊂ G(F ) tel que ω ∩M+(F ) = ∅ et tel que pour tout
n assez grand, gn = mnwn avec wn ∈ ω et mn ∈ M+(F ). On peut donc supposer
que wn → w ∈ ω, auquel cas m−1n unmn converge, disons vers u∗ ∈ M(F ), qui est
ne´cessairement unipotent car un → 1. De plus,
w−1u∗σw = σ,
de sorte que u∗ = 1 par unicite´ de la de´composition de Jordan de σ, puis w ∈
M+(F ), ce qui est absurde. 
Si u ∈M(F ), conside´rons le centralisateur connexe Iuσ de uσ dans G. D’apre`s le
Lemme 3.11, on peut trouver un voisinage ouvert V de 1 dans M(F ) tel que pour
tout u ∈ V, Iuσ ⊂ M . Quitte a` remplacer V par (∪m∈M(F )m−1Vm) ∩ U on peut
supposer que V est M(F )-invariant et inclus dans U . Noter que V (tout comme U)
contient alors tous les e´le´ments unipotents de M(F ).
Soit Ω le support de f , le lemme de compacite´ lui associe un ω que l’on peut
supposer ouvert compact. Soient χ ∈ C∞c (M(F )\G(F )) la fonction caracte´ristique
de ω, α ∈ C∞c (G(F )) telle que
∫
M(F ) α(mg)dm = χ(M(F ) g), et soit
h(m) =
∫
G(F )
α(g)fMg (m)dg.
Il est clair que h est localement constante sur M(F ) ; son support est compact car
si h(m) 6= 0, mσ ∈ Supp(α)Supp(f)Supp(α)−1. Si u ∈ V, alors Iuσ ⊂ M et on
montre comme plus haut que
Ouσ(f) =
∫
M(F )\G(F )
OMu (f
M
g )
dg
dm
=
∫
M(F )\G(F )
χ(gM)OMu (f
M
g )
dg
dm
,
cette dernie`re e´galite´ venant de ce que V ⊂ U , puis
(3.6) Ouσ(f) =
∫
G(F )
α(g)OMu (f
M
g ) dg = O
M
u (h).
Par conse´quent, pour u ∈ V, Ouσ(f) est une inte´grale orbitale ordinaire sur le
groupe M .
20Bien que le cadre adopte´ loc. cit. soit celui du changement de base, la de´monstration de
Labesse s’applique verbatim au cas ge´ne´ral.
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Si M contient un tore maximal non compact T , alors
OMu (h) = Ouσ(f) = 0
pour tout e´le´ment re´gulier uσ dans (T (F )∩V)σ d’apre`s (3.6) et par hypothe`se (ces
uσ sont semisimples non elliptiques). D’apre`s un re´sultat de Rogawski (voir [K1, p.
636]), on en de´duit que les inte´grales orbitales unipotentes de h s’annulent, et en
particulier que
OMν (h) = Oγ(f) = 0.
Si enfinM est anisotrope, alors ν = 1, γ est semisimple, et il n’y a rien a` de´montrer.

Remarque 3.12. Ce re´sultat est suppose´ « bien connu », mais n’est apparement
de´montre´ nulle part.
La proposition 3.8 (ii) admet le corollaire suivant :
Corollaire 3.13. Soit γ ∈ θG(F ) non semisimple elliptique, alors Oγ(fEP ) = 0.
3.14. Preuve du The´ore`me 3.2. Replac¸ons nous sous les hypothe`ses du §3.1.
3.14.1. Une version simplifie´e de la formule des traces d’Arthur. Soit A = R∗+
la composante neutre topologique du centre de GL2n(R), e´quipons l’espace ho-
moge`ne AGL2n(Q)\GL2n(A) d’une mesure (finie) G(A)-invariante a` droite. La
repre´sentation unitaire R de G(A) par translations a` droite sur l’espace des fonc-
tions cuspidales
L2cusp(AGL2n(Q)\GL2n(A))
s’e´tend en une repre´sentation unitaire de G+(A) si l’on fait agir θ par l’ope´rateur
Iθ(ϕ)(x) = ϕ(θ(x)). Cette repre´sentation est discre`te. Si f = f∞ ⊗ f∞ est dans
C∞c (G(A)), avec f∞ disons SO2n(R)-finie, alors R(f)Iθ est trac¸able et
trace(R(f)Iθ) =
∑
Π
trace(R(f)Iθ,Π),
la somme ci-dessus portant sur les repre´sentations automorphes cuspidales irre´ductibles
et autoduales de G(A). Ces traces de´pendent toutes d’un choix de mesure de Haar
ade´lique dgA sur G(A) que nous fixons une fois pour toutes.
Pour un choix de fonctions tests f convenables les re´sultats d’Arthur donnent
une expression ge´ome´trique simple de trace(R(f)Iθ). E´crivons pour cela f = f∞ ⊗
fℓ ⊗ fp ⊗ f∞,ℓ,p ou` :
- f∞ est un pseudo-coefficient tordu d’une se´rie θ-discre`te cohomologique (cf.
§2.1, §2.7).
- fℓ est une fonction d’Euler-Poincare´ fixe´e pour l’automorphisme θ de GQl
donne´e par la Proposition 3.8 (cf. Exemple 3.5).
- fp est une fonction donne´e par le The´ore`me 3.3,
- f∞,ℓ,p est la fonction caracte´ristique de
∏
v/∈{∞,ℓ,p}GL2n(Zv).
Rappelons qu’un e´le´ment θ-semisimple γ ∈ G(Q) est dit elliptique si la compo-
sante de´ploye´e du centre de son centralisateur tordu est triviale. Notons {G(Q)}ell
l’ensemble des classes de θ-conjugaison d’e´le´ments θ-semisimples elliptiques. Pour
γ ∈ G(Q) un tel e´le´ment, on choisit une mesure de Haar ade´lique diA sur Iγ(A) et
on pose vγ = µ(Iγ(Q)\Iγ(A)) > 0 et
TOγ(f) :=
∫
Iγ(A)\G(A)
f(g−1γθ(g)) diA\dgA.
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On conside´rera aussi les version locales e´videntes de ces inte´grales orbitales tordues.
Proposition 3.15. Pour toute fonction f comme plus haut,
trace(R(f)Iθ) =
∑
γ∈{G(Q)}ell
vγ TOγ(f).
La somme porte sur un sous-ensemble fini de classes qui ne de´pend que d’un compact
de G(A) contenant le support de f .
Preuve — Nous allons appliquer les re´sultats d’Arthur [A2] a` la composante
connexe Gθ. Ainsi que l’explique Arthur ([A1, p. 330],[A2, p. 528]), la validite´ de
ces re´sultats dans ce cadre de´pend de la ve´rification d’un argument de cohomologie
galoisienne et de la validite´ du the´ore`me de Paley-Wiener pour G(R)θ. Le premier
a en fait e´te´ ve´rifie´ depuis en toute ge´ne´ralite´ par Kottwitz et Rogawski [KR], ainsi
que le second dans notre cadre par Mezo [M].
Les proprie´te´s de pseudocoefficients des fonctions f∞ et fℓ (§2.7, Rem. 3.7) im-
pliquent que la fonction f est cuspidale au sens d’Arthur [A2, §7 p. 538] en les deux
places ∞ et ℓ. Mieux, en la place ℓ, les inte´grales orbitales de fℓ en les e´le´ments
non semisimples Ql-elliptiques s’annulent par le Corollaire 3.13, de sorte que [A2,
Cor. 7.5] s’applique. Ce corollaire identifie le terme de droite de l’e´nonce´ a` la trace
de fIθ dans la repre´sentation de G
+(A) sur
L2disc(AGGL2n(Q)\GL2n(A))
Notons qu’Arthur conside`re loc. cit. une sommation pre´cise pour cette trace parti-
tionne´e par les normes t possibles des caracte`res infinite´simaux des Π∞. Comme f∞
ne trace que dans des repre´sentations ayant meˆme caracte`re infinite´simal, un seul de
ces t intervient. Il ne reste qu’a` voir que si une G+(A)-repre´sentation automorphe
irre´ductible discre`te Π n’est pas cuspidale, alors trace(Π(fIθ)) = 0. Si cette trace
est non nulle alors Πp est de la forme I(χ) par le The´ore`me 3.3 (i). Mais le the´ore`me
de Moeglin-Walspurger exclut21 la classe inertielle de (M,ω × ωˇ)G comme compo-
sante locale possible d’une repre´sentation re´siduelle de GL2n car ω n’est isomorphe
a` aucune torsion non ramifie´e de ωˇ. 
3.15.1. Preuve du the´ore`me. Rappelons que la fonction f∞ de´pend notamment du
choix d’une se´rie θ-discre`te cohomologique de G(R), qui sont indexe´es comme on
l’a vu au §2.1 par les repre´sentations irre´ductibles du groupe compact SO2n+1(R).
Pour fixer les ide´es, on choisit T un tore maximal de ce dernier et on note Vλ la
repre´sentation irre´ductible de poids extremal λ ∈ X∗(T ). Pour chaque tel λ, on
fixe un pseudocoefficient f∞ = fλ de la se´rie θ-discre`te πλ associe´e de sorte que le
support de tous ces f∞, λ variant, soit contenu dans un meˆme compact de G(R),
ce qui est loisible, et on applique la Proposition 3.15 aux fonctions
fλ := fλ ⊗ fℓ ⊗ fp ⊗ f∞,ℓ,p.
Supposons que la trace de fλ dans une repre´sentation cuspidale ρ est non nulle.
Alors ρ∞ est ge´ne´rique, a le meˆme caracte`re infinite´simal que πλ, et donc lui est
isomorphe. D’apre`s les proprie´te´s de pseudocoefficients de fℓ (Prop. 3.8 (i)’, noter
que la triviale n’est jamais composante locale d’une cuspidale deG) et fp (The´oreˆme
3.3 (i)), il suffit donc de montrer l’on peut choisir λ de sorte que trace(R(fλ)Iθ) 6= 0,
21On aurait aussi pu arguer en ℓ, ou meˆme en l’infini en supposant de plus que le caracte`re
infinite´simal de la se´rie θ-discre`te attache´e a` f∞ est suffisamment re´gulie`re.
CORPS DE NOMBRES PEU RAMIFIE´S ET FORMES AUTOMORPHES AUTODUALES 33
soit encore que le terme ge´ome´trique correspondant de la formule de trace de la
Proposition 3.15 est non nul.
La somme du coˆte´ ge´ome´trique est a` support inclus dans un ensemble fini
Σ ⊂ {G(Q)}ell
inde´pendant de λ. On va voir qu’asymptotiquement en λ la classe de γ0 porte le
terme principal elliptique de la formule des traces. Les proprie´te´s essentielles de γ0
sont re´sume´es dans le lemme suivant.
Lemme 3.16. L’e´le´ment γ0 est a` θ-conjugaison pre`s l’unique e´le´ment θ-semisimple
elliptique de G(Q) tel que γ0θ(γ0) = −1. Son centralisateur tordu est le sous-groupe
symplectique de G de matrice γ0J . Sa classe de θ-conjugaison stable co¨ıncide avec
sa classe de θ-conjugaison.
Preuve — On a γ0θ(γ0) = −1 et le centralisateur tordu de γ0 est le groupe
{g ∈ GL2n, gγ0J tg = γ0J} i.e. le groupe symplectique usuel Sp2n de matrice γ0J :
γ0 est donc bien θ-semisimple elliptique.
Les matrices antisyme´triques inversibles e´tant toutes congrues a` γ0J dans GL2n(Q),
la classe de θ-conjugaison de γ0 co¨ıncide exactement avec l’ensemble des e´le´ments
γ tels que γθ(γ) = −1. Pour la meˆme raison, la classe de θ-conjugaison stable de
γ0 est re´duite a` sa classe de θ-conjugaison (ou directement, H
1(Q,Sp2n) = 0). 
Lemme 3.17. TOγ0(f
λ,∞) est une constante non nulle.
Preuve — En effet, c’est le produit
TOγ(fℓ) · TOγ(fp) · TOγ(f∞,ℓ,p).
Le terme TOγ(fℓ) (resp. TOγ0(fp)) est non nul d’apre`s la Proposition 3.8 (ii)
car γ0 est θ-semisimple elliptique (resp. d’apre`s le The´ore`me 3.3 (ii)). Le terme
TOγ(f
∞,ℓ,p) est un re´el strictement positif car γ0 ∈
∏
v 6=∞,ℓ,pG(Zv). 
Si γ ∈ G(Q) est un e´le´ment θ-semisimple, voyons-le comme un e´le´ment θ-
semisimple de G(R) et conside´rons sa norme Nγ ∈ SO2n+1(R) de´finie a` la fin
du §2.7. Par de´finition, Nγ est un e´le´ment dont la classe de conjugaison sous
SO2n+1(R) ne de´pend que de la classe de θ-conjugaison de γ sous G(R). D’apre`s le
The´ore`me 2.12, on sait que pour une normalisation convenable des mesures on a
pour tout λ,
(3.7) TOγ(fλ) = ±trace(Nγ, λ).
Notons que la classe de γ0 est l’unique classe de norme centrale (i.e. triviale)
dans SO2n+1(R). En effet, par de´finition Nγ = 1 si et seulement si γθ(γ) = −1, et
on conclut par le Lemme 3.16. De plus,
|TOγ0(fλ)| = c · dim(Vλ) 6= 0
pour une certaine constante c > 0 d’apre`s (3.7) et le Lemme 3.17. Le Corollaire 1.12
montre alors que lorsque λ tends vers l’infini dans X∗(T ) ⊗ R en s’e´loignant des
murs,
TOγ(f
λ)
dim(Vλ)
−→ 0, ∀γ ∈ Σ\{γ0},
puis que
|trace(R(fλ)Iθ)| ∼ vγ0 · c · dim(Vλ),
34 G. CHENEVIER ET L. CLOZEL
ce qui conclut.
Remarque 3.18. On de´montrera au §4.17 qu’en normalisant correctement les fλ le
signe ± intervenant dans la formule (3.7) est en fait +1 si γ = γ0 (inde´pendamment
de λ). L’argument ci-dessus prouvera alors la formule (0.2) annonce´e dans l’intro-
duction.
4. Non–e´vanouissement d’une inte´grale orbitale tordue
Le but de ce chapitre est de de´montrer les proprie´te´s de la fonction fp utilise´e
dans le Ch. 3. Bien que le proble`me soit local, la de´monstration utilise la formule des
traces tordue pour GL(2n). Elle s’est re´ve´le´e assez difficile ; en revanche sa porte´e
est assez grande : nous esquissons dans le §4.18 les conse´quences de la me´thode.
Celle–ci sugge`re des proprie´te´s inte´ressantes de la formule de Plancherel tordue
(associe´e a` GL(2n)/Qp et a` l’automorphisme θ), ainsi que des inte´grales orbitales
tordues de coefficients de supercuspidales θ–stables selon la parite´ (i.e., la nature
symplectique ou orthogonale) de la repre´sentation galoisienne associe´e.
La preuve de la non–nullite´ de TOγ0(fp) en l’e´le´ment « principal » γ0 du Ch. 3
repose sur le mode`le de Whittaker et un argument simple mais nouveau de positivite´
(§4.13). Il nous a impose´ de pre´ciser le The´ore`me 2.12, en e´liminant le signe implicite
dans celui–ci graˆce a` la normalisation « deWhittaker » pour l’entrelacement A entre
π et π ◦ θ.
Ceci nous impose he´las de remplacer l’automorphisme θ « de Waldspurger »
(§2.1) par l’automorphisme θ0 respectant le mode`le de Whittaker. Les traductions
ne´cessaires (pour aboutir au re´sultat utilise´ dans le Ch. 3) sont faites dans le §4.7.
4.1. Pseudo–coefficients.
Rappelons qu’on a fixe´ au §3.1 une repre´sentation supercuspidale ω de GL(n,Qp).
Pour simplifier nous supposons ω non auto–duale, meˆme modulo twist non–ramifie´ :
ω 6∼= ω ⊗ χ , ∀χ ∈ Xnr (Q×p )
ou` Xnr(Q
×
p )
∼= C× est le tore des caracte`res non ramifie´s. (Le lecteur se convaincra
aise´ment que cette hypothe`se n’est pas fondamentale). On e´crira simplement ωχ
pour ω ⊗ χ.
Rappelons que θ(g) = J2n
tg−1J2n, ou` nous notons maintenant J2n la matrice J
du Ch. 2. De meˆme,
Jn =
 1. ..
1
 (taille n) .
On de´signera aussi par θ l’automorphisme g 7−→ Jntg−1Jn de GL(n).
Nous nous inte´ressons a` la repre´sentation induite
(4.1) I(χ) = indGP (ωχ⊗ ω˜ χ−1)
de G = GL(2n,Qp). L’induction est unitaire ; P est le parabolique (triangulaire
supe´rieur) de type (n, n) ; χ ∈ Xnr. Vu notre hypothe`se sur ω, I(χ) est irre´ductible
pour tout χ ; elle est unitaire si, et seulement si, χ est unitaire (en effet si I(χ) est
unitaire, donc hermitienne, on doit avoir
I(χ) = ind(ωχ⊗ ω˜χ−1) ∼= ind(ω˜χ−1 ⊗ ωχ) = I˜(χ) .
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Or ω ∼= ω˜ ; vu notre hypothe`se sur ω, ceci implique ωχ−1 ∼= ωχ soit ω ∼= ω(χχ) ;
alors χχ, donc χ, est unitaire).
Il est clair que I(χ) est isomorphe a` sa duale et donc a` I(χ)θ. Pour obtenir un
entrelacement explicite, remarquons que ω˜χ−1 = ω˜χ est isomorphe a` (ωχ) ◦ θ =
(ωχ)θ. Nous re´alisons donc I(χ) comme l’induite, isomorphe a` (4.1) et de´signe´e par
la meˆme notation :
I(χ) = indGP (ωχ⊗ (ωχ)θ) .
Si V est l’espace de ω, l’espace L(χ) de I(χ) est donc forme´ des fonctions f :
G −→ V ⊗ V ve´rifiant, pour p = diag(m1,m2)n ∈ P = (GL(n)×GL(n))N :
f(pg) = δP (p)
1/2((ωχ)(m1)⊗ (ωχ)θm2)f(g) .
Soit AM : V ⊗ V −→ V ⊗ V l’ope´rateur
v ⊗ w 7−→ w ⊗ v ,
entrelac¸ant ωχ⊗ (ωχ)θ et (ωχ)θ ⊗ ωχ. On de´finit
Aθ : L(χ) −→ L(χ)
par
Aθ f(g) = AMf(θg) .
On ve´rifie aussitoˆt queAθ pre´serve L(χ) ; il entrelace e´videmment les repre´sentations
I(χ) et I(χ) ◦ θ ; il est involutif. Noter que, dans la re´alisation compacte de I(χ),
Aθ est inde´pendant de χ.
Proposition 4.2. Il existe une fonction f = fp sur G = G(Qp) ayant les proprie´te´s
suivantes :
(i) f ∈ C∞c (G),
(ii) trace (AθI(χ)(f)) est une fonction alge´brique sur Xnr, > 0 sur les caracte`res
unitaires,
(iii) si π est une repre´sentation θ–stable de G et A : π ∼= π ◦ θ est un ope´rateur
d’entrelacement,
trace (Aπ(f))) = 0
si π n’est pas une induite I(χ).
On appellera parfois une telle fonction f un pseudo–coefficient positif. Nous don-
nons une de´monstration simple de ce re´sultat ; une autre de´monstration utiliserait
le the´ore`me de Paley–Wiener tordu de Rogawski [Ro] : cf. §4.13.
Preuve — Le groupe Xnr des caracte`res non–ramifie´s de Q
×
p est un tore com-
plexe ; soit Γ ⊂ Xnr le sous–groupe (fini) des caracte`res χ tels que ωχ ∼= χ et soit
T = Xnr/Γ ∼= C×. L’orbite de Bernstein [Be] contenant les repre´sentations I(χ)
s’identifie a` T × T , par
(χ1, χ2) 7−→ indGP (ωχ1 ⊗ ω˜χ˜2) = I(χ1, χ2) ,
et l’ensemble des I(χ) au sous-tore diagonal. Parmi les I(χ1, χ2) seules les I(χ)
sont autoduales. D’apre`s des arguments bien connus, il existe f ∈ C∞c (G) telle que
trace(AθI(1)(f)) 6= 0. D’apre`s Bernstein, on peut alors remplacer f par une fonction
ve´rifiant, de surcroˆıt, (iii). La fonction F (χ) = trace(AθI(χ)(f)) est alge´brique, non
nulle, sur T ; vu les proprie´te´s de ω, l’image du centre de Bernstein Z dans C[T ×T ]
est forme´e de toutes les fonctions alge´briques.
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Soit z le parame`tre sur T ∼= C×, et
F (χ) = F (z) =
∑
an z
n
une se´rie de Laurent finie. Si h ∈ Z est d’image
H(χ) = H(z) =
∑
anz
−n
et si g = h ⋆ f , on a alors :
trace(AθI(χ)(g)) = G(z)F (z) ,
fonction positive sur les caracte`res unitaires, d’ou` (ii), la positivite´ stricte re´sultant
aussitoˆt d’un argument de compacite´ (prendre une somme de telles fonctions). 
Rappelons (Lemme 3.16) que l’e´le´ment
γ0 =
(
1n
−1n
)
∈ G
donne le « terme principal » de la formule des traces tordue (§3.15.1). On a Nγ0 =
1 ∈ SO(2n+ 1). Si f ∈ C∞c (G(Qp)), l’inte´grale orbitale tordue de f en γ0 est
(4.2) TOγ0(f) =
∫
G(Qp)/I(Qp)
f(g γ0 g
−θ)
dg
di
.
Elle est stable (Lemme 3.16).
The´ore`me 4.3. Si f est un pseudo–coefficient positif (Prop. 4.2), TOγ0(f) 6= 0.
4.4. Stabilite´ d’un caracte`re tordu.
Conside´rons la distribution sur G = G(Qp) :
(4.3) f 7−→ trace(Aθ I(x)(f)) .
Comme dans le chapitre 2, §2.2, on dispose sur G(Qp) de la notion d’e´le´ments θ–
semisimples, θ–re´guliers : c’est le cadre original de Waldspurger [W1]. D’apre`s des
re´sultats ge´ne´raux [Clo1, Thm. 1] on sait que la distribution (4.3), que l’on notera
Θχ,θ, est une fonction localement inte´grable sur G, C∞ sur les e´le´ment θ–re´guliers,
invariante par θ–conjugaison.
Proposition 4.5. Le caracte`re tordu Θχ,θ est invariant par θ–conjugaison stable
(sur les e´le´ments fortement θ–re´guliers).
Preuve — En effet, toute formule pour le caracte`re tordu de la repre´sentation
induite — par exemple, le the´ore`me d’Atiyah–Bott [Clo1, Prop. 6] — montre que
le support de Θχ,θ est contenu dans l’ensemble des e´le´ments de G qui sont θ–
conjugue´s a` un e´le´ment de M . Si γ ∈ G est un e´le´ment fortement θ–re´gulier, son
centralisateur tordu I est un tore (§2.2), de dimension n. L’ensemble des classes de
θ–conjugaison dans la classe de conjugaison stable de γ s’identifie a`
H1(Qp, I) = Ker [H
1(Qp, I) −→ H1(Qp, G)] .
Or le centralisateur tordu dansM d’un e´le´ment fortement θ–re´gulier g deM s’iden-
tifie a` un tore maximal de GL(n). En effet, si θ de´signe l’automorphisme m 7−→
Jn
tm−1Jn de GL(n), l’automorphisme θ de GL(2n) restreint a` M est (m1,m2) 7−→
(θm2, θm1). Par l’isomorphisme (m1,m2) 7−→ (m1, θm2) il est conjugue´ a`
(m1,m2) 7−→ (m2,m1).
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On est alors ramene´ au cas, facile, de la σ–conjugaison pour le changement de base
en une place de´compose´e [AC, Ch. I.5]. Au vu des dimensions, on en de´duit que les
centralisateurs tordus I de g dans M et G co¨ıncident. Donc I est cohomologique-
ment trivial, d’ou` la proposition. 
Corollaire 4.6. Si f ∈ C∞c (G) est un pseudo–coefficient positif, les inte´grales or-
bitales tordues stables de f , en les e´le´ments fortement θ–re´guliers, ne sont pas
identiquement nulles.
Preuve — Il suffit d’appliquer la formule d’inte´gration de Weyl sur θG a` la fonction
f ·Θχ,θ. 
4.7. DeWaldspurger a` Whittaker. Nous avons jusqu’ici utilise´ l’automorphisme
θ de G en suivant Waldspurger ; mais les arguments qui suivent vont reposer sur le
mode`le de Whittaker, auquel il n’est pas adapte´. Soit donc
D = diag(1,−1, 1, . . . , 1,−1) ,
J0 = DJ =

1
. .
.
−1
1
−1
 , J20 = −1
et θ0 : g 7−→ J0tg−1J−10 (g ∈ GL(2n)).
Adaptons rapidement les re´sultats pre´ce´dents, en remplac¸ant θ par θ0.
22 Rappe-
lons tout d’abord que θ0 fixe un e´pinglage pour le couple (B,T ) forme´ du groupe
de Borel triangulaire supe´rieur et du tore diagonal. Si α est un caracte`re additif
non trivial (d’un corps local F = R ou Qp, ou bien de A) et si ψ est le caracte`re du
sous–groupe unipotent N de B donne´ par
ψ

1 x1 ∗
1
. . .
1 x2n−1
1
 = α(x1 + · · · + x2n−1) ,
on a ψ(θ0n) = ψ(n) (n ∈ N). Soit π une repre´sentation irre´ductible ge´ne´rique
autoduale (de G(F ) ou G(A)). Il existe alors un unique ope´rateur d’entrelacement
involutif AWθ0 entre π et π ◦ θ tel que AWθ0 (λ) = λ, λ e´tant l’unique fonctionnelle de
Whittaker associe´e a` ψ (unique a` un scalaire pre`s) et Aθ0 ope´rant par l’action duale.
On dira que AWθ0 est la normalisation de Whittaker pour l’entrelacement involutif
(a` priori de´fini modulo ±1).
Si on ne´glige le signe, on peut construire, en p, un ope´rateur d’entrelacement Aθ0
sur π = I(χ) en posant :
Aθ0 = π(D)Aθ .
22Le lecteur choque´ par notre inconstance me´thodologique refera la construction de la norme
(Ch. 2) en suivant Kottwitz et Shelstad [KS].
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On a alors
A2θ0 = π(DJ
tD−1J)A2θ
= π(J20 )A
2
θ
= π(−1) = 1
puisque π est de caracte`re central trivial. Par ailleurs, notons, pour δ ∈ G, T0Oδ(f)
l’inte´grale orbitale tordue de´duite de θ0. Si h(g) = f(gD), on ve´rifie aussitoˆt que
T0Oδ(h) = TOγ(f)
pour
δ = γD .
Par ailleurs trace (Aθ0π(h) ) = trace(Aθπ(f) ). La fonction h ve´rifie donc les pro-
prie´te´s de la Proposition 4.2 relativement a` θ0. Le The´ore`me 4.3 est e´quivalent a`
(4.4) T0Oδ0(h) 6= 0 ,
ou`
δ0 = γ0D .
Des conside´rations analogues s’appliquent a` la place re´elle, en remplac¸ant la
norme du Ch. 2 par N0(δ) = N (δD). En particulier δ0 est de norme 1, l’analogue
du The´ore`me 2.12 est ve´rifie´, et δ0 est, localement ou globalement, l’unique e´le´ment
dans sa classe de conjugaison tordue stable. Si π est une repre´sentation cohomolo-
gique de G(R) comme dans le Ch. 2, on de´finit Aθ0 comme dans le cas p–adique ;
alors, en posant encore hπ(g) = fπ(gD) :
(4.5) T0Oδ0(hπ) = ε(π) dim(πH) ,
ou` ε est un signe. La de´monstration va nous amener a` pre´ciser (4.5) ainsi que le
The´ore`me 4.3. Pour simplifier les notations, TO, N . . . de´signent dore´navant les
variantes relatives a` θ0.
Proposition 4.8. Si l’ope´rateur Aθ0 = A
W
θ0
est normalise´ pour le mode`le de Whit-
taker,
(i) TOδ0(hp) > 0,
(ii) TOδ0(hπ) = dim(πH) pour toute repre´sentation cohomologique π de G(R)
(pour une normalisation fixe des mesures sur G(R) et le centralisateur tordu
de δ0).
Nous reportons au §4.13 et §4.17 la de´monstration de cette proposition. Nous
aurons enfin besoin du
Lemme 4.9. Soit π une repre´sentation auto–duale de la se´rie principale : π =
ind(χ1, . . . χn, χ
−1
n , . . . , χ
−1
1 ), les χi e´tant non ramifie´s. Alors l’ope´rateur A
W
θ0
donne´
par f(g) 7−→ f(θ0(g)) entrelace π et π ◦ θ0 ; il est involutif et ope`re par +1 sur
l’espace de Whittaker ; il ope`re trivialement sur le vecteur non ramifie´.
C’est e´vident (rappelons que la fonctionnelle de Whittaker est donne´e par
f 7−→
∫
N
f(w0n)ψ(n)dn
si f est a` support dans Bw0N , w0 e´tant l’e´le´ment de plus grande longueur du
groupe de Weyl).
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4.10. Formule des traces (stable).
Soit f une fonction C∞ a` support compact surG(A), de´compose´e, donc f = ⊗′vfv.
A` la place re´elle, on choisit une repre´sentation cohomologique π∞ autoduale de
G(R) ; on notera parfois µ le parame`tre
(m1, . . . ,mn) ∈ Nn, m1 ≥ · · · ≥ mn ≥ 0
de π =: πµ, cf. §2.1 ; c’est donc le plus haut poids de la repre´sentation de SO(2n+1)
associe´e a` π. Soit θµ le caracte`re de celle-ci. Alors fπ = fµ est le pseudo–coefficient
de π pour la normalisation de Whittaker de l’entrelacement Aθ0 (fonction note´e hπ
dans le paragraphe pre´ce´dent).
En la place ℓ, f est un pseudo–coefficient tordu pour la repre´sentation de Stein-
berg (§3.4). En p, c’est un pseudo–coefficient positif pour I(χ) (§4.1). On utilise
de nouveau Aθ0 , avec la normalisation de Whittaker. En v 6= ∞, ℓ, p, fv est pour
l’instant arbitraire.
Soit Iθ0 : ϕ(x) 7−→ ϕ(θ0x) l’ope´rateur d’entrelacement de L2(AG(Q)\G(A))
donne´ par θ0. Graˆce aux proprie´te´s particulie`res des fonctions f∞ et fℓ, on a tout
d’abord :
(4.6)
∑
δ∈{G(Q)}ell
vol(Iδ)TOδ(f) =
∑
π
trace(Iθ0π(f)) .
On a fixe´ une mesure de Haar dgA sur G(A), qui de´finit la trace dans le membre
de droite. Dans le membre de gauche, {G(Q)}ell est l’ensemble des classes de conju-
gaison tordue d’e´le´ments θ–elliptiques [A2, p. 508] de G(Q) ; TOδ est l’inte´grale
orbitale tordue (ade´lique) de´finie par dgA et une mesure de Haar diA sur le centra-
lisateur tordu connexe Iδ de δ ; vol(Iδ) est la mesure de Iδ(Q)\Iδ(A). La somme est
finie. Dans le membre de droite, π parcourt les repre´sentations cuspidales θ0–stables
(≡ autoduales) de G(A).
L’e´galite´ (4.6) entre le coˆte´ ge´ome´trique et le coˆte´ spectral est de´montre´e par
Arthur [A2, §7]. L’expression du coˆte´ ge´ome´trique est [A2, Cor. 7.4], e´tant donne´es
les proprie´te´s de f∞ et fℓ. De meˆme, le coˆte´ spectral est [A2, Cor. 7.2]. Noter
que le membre de droite de [A2, Cor. 7.2] est a` priori plus complique´ : il contient
les repre´sentations du spectre re´siduel, ainsi que certaines induites θ–discre`tes :
ces repre´sentations sont e´limine´es par fp (cf. Prop. 3.15). Il contient aussi une
sommation sur t (norme du caracte`re infinite´simal de π∞) mais t est fixe´ par le
choix de f∞. En particulier, ffin = ⊗′v 6=∞fv e´tant fixe´e, et donc aussi la ramification,
le nombre de termes du membre de droite est fini.
Notons T(f) l’expression (4.6). Si δ ∈ G(Q) est un e´le´ment θ–semisimple ellip-
tique, TOδ(f) est un produit ∏
v
TOδ(fv)
d’inte´grales orbitales locales. Si δ est θ–semisimple et fortement re´gulier, posons
(4.7) STOδ(f) =
∏
v
STOδ(fv)
ou`
STOδ(fv) =
∑
δ′
TOδ(fv)
la somme portant sur les e´le´ments δ′ stablement θ conjugue´s a` δ. Il re´sulte alors de
la stabilisation du terme re´gulier de la formule des traces par Kottwitz–Shelshad
[KS] que :
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Lemme 4.11. Soit q un nombre premier diffe´rent de p, ℓ et soit f = ⊗′vfv une fonc-
tion ve´rifiant les conditions pre´ce´dentes, fq e´tant de plus de support θ–fortement
re´gulier. Alors
T(f) = α(G)
∑
δ
STOδ(f) ,
la somme portant sur les meˆmes e´le´ments qu’en (4.6) mais modulo θ–conjugaison
stable dans G.
Ceci re´sulte de [KS, Ch. 7] (cf. en particulier (7.4.3) ; α(G) est une constante
> 0), et des proprie´te´s de f∞ : c’est une fonction stabilisante ([La1, §3.8] et notre
Corollaire 2.13). On en de´duit :
Proposition 4.12. Il existe une repre´sentation cuspidale, θ–stable π de G(A) telle
que :
(i) π∞ ≃ πµ,
(ii) πℓ ≃ Stℓ,
(iii) πp ≃ I(χ) pour un caracte`re non ramifie´ χ,
Preuve — Soit en effet fq la fonction caracte´ristique d’un ouvert compact ωq de
G(Qq) constitue´ d’e´le´ments θ-semisimples fortement re´guliers. Alors
(4.8) T(f) = α(G)
∑
δ
STOδ(f),
la somme e´tant uniforme´ment finie quand le support de f est fixe´ [KS, p. 106].
L’application N0 donne une bijection entre classes de θ0–conjugaison semisimples δ
stable et classes de conjugaison semisimples stable dans SO(2n+1)∗ (quasi–de´ploye´)
[KS] ; celles–ci sont donne´es par les polynoˆmes re´ciproques
P (X) ∈ Q[X], P (X) = X2nP (X−1)
de degre´ 2n. On e´crira P = Pδ. En v =∞, ℓ, p, choisissons un e´le´ment θ-semisimple
fortement re´gulier δv ∈ GL2n(Qv) de sorte que
STOδv (fv) 6= 0,
ce qui est loisible d’apre`s le The´ore`me 2.12, la Proposition 3.8 et le Corollaire 4.6.
Cette non-annulation persiste alors dans un voisinage ouvert compact assez petit
ω∞ × ωℓ × ωp de (δ∞, δℓ, δp) dans GL(2n,A∞ ℓ p).
Par approximation faible on peut trouver δ′ ∈ GL(2n,Q) tel que (pour le plonge-
ment diagonal) δ′ appartient a`
∏
v∈S ωv, ou` S = {∞, ℓ, p, q}. Soient ωS =
∏
v/∈S ωv
un voisinage ouvert compact de´compose´ fixe de δ′ dans GL2n(AS), et fS la fonction
caracte´ristique de ωS. Si
STOδ(fS ⊗ fS) 6= 0 (δ ∈ G(Q)),
le polynoˆme Pδ(X) a les proprie´te´s suivantes. Ses coefficients sont des S
′-entiers ou`
S′ = S ∪ {v, ωv 6= GL2n(Zv)}. En les places v ∈ S′ ils sont borne´s par la donne´e de∏
v∈S′ ωv : il n’y a qu’un nombre fini de tels polynoˆmes.
Choisissons ωq contenant δ
′
q assez petit. Si STOδ(f) 6= 0 alors les coefficients de
Pδ sont uniquement de´termine´s donc Pδ = Pδ′ : δ est stablement conjugue´ a` δ
′. La
somme (4.8) ne porte que sur la classe de conjugaison stable de δ′. Comme δ′ est
fortement re´gulier STOδ′(fq ⊗ fS) > 0, d’ou` la proposition. 
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4.13. De´monstration du The´ore`me 4.3. Dans ce paragraphe nous de´montrons
le the´ore`me, en supposant pour l’instant la partie archime´dienne (ii) de la Propo-
sition 4.8. Noter que d’apre`s le Ch. 2, celle–ci est e´quivalente a`
Proposition 4.14. Pour δ ∈ G(R) de norme elliptique
TOδ(hπ) = ε(δ) trace πH(N0γ)
ou` le signe ε(δ) ne de´pend pas de µ ; de plus ε(δ0) = 1.
Comme dans le Ch. 2, cette assertion n’est vraie que pour des choix convenables
des mesures (positives) sur les centralisateurs tordus, choix que nous ne pre´ciserons
pas.
Nous utiliserons le re´sultat e´le´mentaire suivant :
Proposition 4.15. Soit G un groupe de Lie compact, γ0 = 1, γ1, . . . , γN des classes
de conjugaison distinctes dans G, et λ0, . . . , λN des nombres complexes. Supposons
que, pour tout caracte`re irre´ductible ρ de G,
N∑
i=0
λi trace ρ(γi)
est un nombre re´el ≥ 0, et que cette somme soit strictement positive pour un ca-
racte`re ρ0. Alors λ0 est un re´el > 0.
Preuve — Soit en effet Oi la classe de conjugaison de γi et µi la mesure invariante
(normalise´e) sur Oi, vue comme une distribution sur G. Si µ = Σ λi µi,
trace (ρ(µ)) ≥ 0 (ρ irre´ductible).
D’apre`s l’extension a` G de la transformation de Fourier des distributions, la
distribution µ s’e´crit
(4.9) µ =
∑
ρ
aρ Θρ
ou` Θρ est le caracte`re de ρ et aρ est une fonction a` croissance lente sur Ĝ. Il re´sulte
des relations d’orthogonalite´ et de (4.9) que
aρ ≥ 0, aρ0 > 0 .
Soit f une fonction C∞ sur G telles que le support de f ∗ f∗ ne rencontre pas Oi
pour i > 0, f∗(g) e´tant f(g−1). Alors
µ(f ∗ f∗) = λ0‖f‖2 =
∑
ρ
aρ trace ρ(f ∗ f∗) ,
d’ou` le re´sultat. 
Soit π la repre´sentation exhibe´e dans la Proposition 4.12. Soit q un nombre
premier tel que πq est ramifie´e. La repre´sentation πq est ge´ne´rique, θ0–stable et
meˆme tempe´re´e d’apre`s Harris et Taylor [HT]. Elle s’e´crit donc :
πq = ind
G
P (δ1 ⊗ · · · ⊗ δr)
ou` P est un parabolique de type (n1, . . . nr), δi est unitaire et de carre´ inte´grable
pour GL(ni), et ou` l’on peut supposer :
(i) pour i ≤ t, nr+1−i = ni et δi = δr+1−i ◦ θ0,
(ii) pour t < i < r + 1− t, δi ∼= δi ◦ θ0.
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(On a de´signe´ par θ0 l’automorphisme du §4.7, pour GL(ni), peut-eˆtre en rem-
plac¸ant D par −D).
S’il n’y a que des blocs de type (i), on construit comme dans le §4.1 un en-
trelacement Aθ0 , Whittaker–normalise´, pour π = πq, ainsi que pour toutes les
induites des δi tordues par des caracte`res non–ramifie´s. En ge´ne´ral, un tel Aθ0
existe : composer avec un ope´rateur d’entrelacement normalise´ pour les blocs de
type (ii) ; on obtient un ope´rateur ope´rant a` priori par {±1} sur la fonctionnelle de
Whittaker. L’ope´rateur d’entrelacement normalise´ e´tant holomorphe, le signe est
constant.
Il re´sulte alors du the´ore`me de Paley–Wiener de Rogawski [Ro] que :
Lemme 4.16. Il existe une fonction fq ∈ C∞c (G(Qq)) telle que
(i) parmi les repre´sentations θ–stables ge´ne´riques π de G(Qq), les I(δi ⊗ χi)
(pour des χi non ramifie´s tels que l’induite est θ–stable) sont les seules telles
que
trace(Aθ0 π (fq)) 6= 0,
(ii) trace (AWθ0 I(δi ⊗ χi)(fq)) > 0
(χi unitaires non ramifie´s, I suppose´e θ–stable).
Nous fixons ainsi fq pour tout nombre premier q 6= ℓ, p en lequel πq est ramifie´e ;
fℓ et fp l’ont e´te´, et nous faisons varier f∞ = fµ avec le poids µ. Nous allons
appliquer la formule des traces (4.6), fℓ′ (pour les autres nombres premiers) e´tant
l’unite´ de l’alge`bre de Hecke sphe´rique. Notons S la re´union de {∞} et de l’ensemble
des nombre premiers q tels que πq est ramifie´e.
Sur l’espace des formes paraboliques sur G(A), on dispose d’une fonctionnelle de
Whittaker globale, θ0–invariante :
ϕ 7−→
∫
N(Q)\N(A)
ψ−1(n)ϕ(n)dn = λ(ϕ) .
Soit π ⊂ L2(AG(Q)\G(A)) une repre´sentation cuspidale θ–stable, ou` A = R×+ ⊂
G(R), et soit Aθ0 = Iθ0 |π. Le Lemme 4.9 implique que Aθ0 s’e´crit(⊗
v∈S
Aθ0,v
)
⊗ASθ0 ,
les Aθ0,v sont normalise´s et A
S
θ0
est le produit tensoriel (bien de´fini) des ope´rateurs
non ramifie´s.
Nous utilisons la formule des traces (4.6). Le membre de gauche s’e´crit∑
π
∏
v∈S
trace (Aθ0πv(fv) ).
Pour tout π (cuspidale, θ-stable), chaque terme du produit est ≥ 0 ; la somme est
en fait finie car π∞ est cohomologique et le niveau de π est fixe´. Le membre de
droite comporte un nombre fini, fixe de termes, meˆme quand µ (et fµ) varie. Il
s’e´crit
(4.10) a(δ0) deg(θµ) +
∑
δ 6=δ0
a(δ)θµ(N δ),
ou`
a(δ) = ε(δ)vol(Iδ)
∏
v 6=∞
TOδ(fv)
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pour tout δ, et ε(δ0) = 1. Le seul e´le´ment de norme 1 dans SO(2n + 1) est δ0 ; on
peut re´e´crire (4.10) en regroupant les δ 6= δ0 selon la conjugaison (tordue) stable,
de sorte que (4.10) est de la forme
a(δ0) deg(θµ) +
∑
γ′
a(γ′)θµ(γ′)
et les γ′ ∈ SO(2n+ 1) sont des classes de conjugaison distinctes.
On obtient alors une somme de valeurs de caracte`res de SO(2n+1)(R) ve´rifiant
les hypothe`ses de la Proposition 4.15, la positivite´ stricte re´sultant de la Proposi-
tion 4.12. Donc ∏
v 6=∞
TOδ0(fv) > 0,
d’ou` le The´ore`me 4.3.
4.17. De´monstration de la Proposition 4.8. Conside´rons d’abord une exten-
sion quadratique re´elle F de Q. Soit ∞, ∞′ les deux places archime´diennes, et soit
f = ⊗′vfv ∈ C∞c (G(AF )) une fonction e´gale a` la fonction unite´ sphe´rique aux places
finies, alors que
f∞ = fµ , f∞′ = fµ′ ,
µ, µ′ e´tant deux poids dominants pour SO(2n + 1). Les conside´rations du §4.10
s’appliquent, f∞ et f∞′ e´tant « cuspidales » au sens d’Arthur. L’argument du §4.13
donne, pour tous µ, µ′ :
(4.11) a(δ0) deg(θµ) deg(θµ′) +
∑
γ1 6=1
a(γ1, µ, µ
′)θµ(γ)θµ′(γ) ≥ 0
ou`
a(δ0) = ε(µ)ε(µ
′)vol(Iδ0)
∏
v∤∞
TOδ0(fv) ,
et ou` γ1 = (γ, γ
′) parcourt un ensemble fini de classes de conjugaison du groupe
SO(2n+1)(R)2, et a(γ1, µ, µ
′) = a(γ1)ε(µ)ε(µ′). Noter que si δ 6= δ0 et si γ1 = (γ, γ′)
est associe´ a` δ, γ et γ′ sont 6= 1, la conjugaison stable (globale) e´tant indique´e par
la conjugaison stable en une place. Les signes ε(µ), pour l’instant inconnus, sont
donne´s par l’e´galite´
AWθ0 = ε(µ)Aθ0
ou` les deux ope´rateurs sont des entrelacements involutifs pour π(µ), celui de gauche
e´tant Whittaker–normalise´, et celui de droite donnant, comme dans le Ch. 2, l’iden-
tite´ correcte (sans signe) pour l’inte´grale orbitale en δ0.
Fixons µ′ et faisons tendre µ vers l’infini « loin des murs » . Le terme dominant
de (4.11) est celui relatif a` δ0. Les inte´grales orbitables tordues, aux places finies,
e´tant > 0 en δ0, on voit que ε(µ)ε(µ
′) est > 0 pour µ « assez loin des murs » .
Variant maintenant µ′, on en de´duit que ε(µ′) est constant.
Appliquant enfin cet argument a` un corps F cubique, on voit que ε(µ) = 1. Un
argument analogue de´montre le re´sultat en p, ainsi d’ailleurs qu’en ℓ (le pseudo–
coefficient de Stℓ e´tant Whittaker–normalise´).
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4.18. Facteurs locaux des repre´sentations cuspidales autoduales. Les ar-
guments de cet article re´ve`lent des proprie´te´s remarquables des repre´sentations
autoduales, de GL(2n), tant globales (repre´sentations automorphes) que locales,
qui peuvent eˆtre comprises du point de vue de la fonctorialite´ entre motifs et
repre´sentations automorphes, ainsi qu’a` l’aide des re´sultats conjecturaux d’Arthur.
Soit π une repre´sentation cuspidale autoduale de GL(2n,A) ou` A = AQ. Conjec-
turalement, Langlands lui associe une repre´sentation complexe, de degre´ 2n :
r : LQ −→ GL(2n,C) ,
(cf. [Lg]) qui devrait eˆtre irre´ductible. Si π, donc r, est autoduale, il existe sur
l’espace de r une forme biline´aire non–de´ge´ne´re´e unique, donc orthogonale ou sym-
plectique, invariante par r. On dira que r est symplectique ou orthogonale.
Si π∞ est cohomologique, la repre´sentation r∞ de WR obtenue par restriction
est symplectique et non orthogonale, donc r doit eˆtre symplectique. Noter que ceci
n’est pas vrai si on suppose que π˜ ∼= π ⊗ ε ou` ε est un caracte`re, meˆme d’Artin :
les formes de poids k impair sur GL(2) donnent des repre´sentations π (normalise´es,
comme chez Langlands, de fac¸on a` eˆtre tempe´re´es) telles que le parame`tre de π∞
est sur C× :
z 7−→
(
(z/z)
k−1
2
(z/z)
k−1
2
)
et la repre´sentation associe´e de WR est orthogonale.
S’il existe un nombre premier p tel que πp appartient a` la se´rie (essentiellement)
discre`te, le parame`tre de Langlands
rp : WDQp −→ GL(2n,C) ,
bien de´fini d’apre`s Harris et Taylor, est inde´composable, et en fait irre´ductible si
on le conside`re comme une repre´sentation
r′p : WQp × SU(2) −→ GL(2n,C) .
De nouveau, si r′p est symplectique (on dira que πp est symplectique), r doit eˆtre
symplectique.
Remarque 4.19. En dimension 2, une repre´sentation irre´ductible autoduale est
symplectique si, et seulement si, son de´terminant est trivial, ce qui permet de donner
un sens non conjectural aux pre´dictions ci-dessus et de les prouver. Soit π une
cuspidale autoduale de GL(2,AF ) qui est discre`te en une place v, et soit ω le
caracte`re central de π : alors ω = 1 si, et seulement si, ωv = 1. En effet, ω
2 = 1
donc si ω 6= 1 c’est le signe ωE/F d’une extension quadratique E de F , et on a alors
πˇ ≃ π ⊗ ωE/F ◦ det
par multiplicite´ 1. La the´orie du changement de base quadratique montre que π
est l’induite automorphe d’un caracte`re de Hecke χ de A∗E (non isomorphe a` son
conjugue´). On peut alors considerer de manie`re non conjecturale le L-parame`tre de
π, a` savoir L(π) = IndWFWEχ, qui est compatible a` toutes les places avec π. Comme
πv est discre`te, L(π)|WFv est irre´ductible, en particulier v n’est pas de´compose´ dans
E, i.e. ωv = ωEv/Fv 6= 1.
On peut aussi comprendre ces phe´nome`nes du point de vue des re´sultats annonce´s
par Arthur [A4, Ch. 30]. D’apre`s ceux-ci, une repre´sentation θ–stable (disons, cus-
pidale) de GL(2n,A) proviendra par fonctorialite´ d’une repre´sentation automorphe
d’un groupe endoscopique H ou` H est :
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(a) SO∗(2n + 1) , Ĥ = Sp(2n,C)
(b) SO∗(2n, χ) , Ĥ = SO(2n,C)
ou` les groupes SO∗ sont quasi–de´ploye´s (donc de´ploye´s en dimension impaire) et
ou` le groupe SO∗(2n, χ) est spe´cifie´ par un caracte`re d’Artin χ d’ordre 2 de´crit
par Arthur [A4] (et de´termine´ par π). Des arguments analogues montrent alors que
sous les hypothe`ses le type (symplectique ou orthogonal) de π sera de´termine´ par
celui de πp ; les re´sultats d’Arthur devraient rendre ceci inconditionnel.
Les me´thodes de cet article, combine´es aux re´sultats d’Harris et Taylor asso-
ciant des repre´sentations galoisiennes a` π ([HT], comple´te´s par [TY] si πv est une
repre´sentation de Steinberg ge´ne´ralise´e), permettent toutefois d’obtenir le re´sultat
suivant.
The´ore`me 4.20. Soient F un corps totalement re´el et π une repre´sentation au-
tomorphe cuspidale de GL2n(AF ). On suppose que π est autoduale, essentiellement
de carre´ inte´grable en au moins une place finie w, et cohomologique a` toutes les
places archime´diennes. Alors :
(i) Pour toute place v de F , πv est symplectique.
(ii) Si Vℓ est une repre´sentation ℓ-adique de Gal(F/F ) associe´e a` π| · |(2n−1)/2,
avec w premier a` ℓ, alors il existe un accouplement symplectique non de´ge´ne´re´
et Galois-equivariant
Vℓ ⊗ Vℓ −→ Qℓ (2n − 1).
Remarque 4.21. L’hypothe`se ”w premier a` ℓ” dans (ii) ne serait pas ne´cessaire s’il
on disposait, pour les repre´sentations galoisiennes d’Harris et Taylor, d’un analogue
du the´ore`me de Saito identifiant en w | ℓ la repre´sentation de Weil-Deligne donne´e
par la the´orie de Fontaine.
Si v est finie, « πv symplectique » signifie que son parame`tre de Langlands sous
sa forme SU(2) pre´serve une forme biline´aire alterne´e non de´ge´ne´ree. Du point
de vue de la repre´sentation de Weil-Deligne (r,N) associe´e, il est e´quivalent de
demander que r (la repre´sentation de WFv) pre´serve une forme biline´aire alterne´e
non de´ge´ne´re´e, et que N est dans l’alge`bre de Lie du groupe symplectique associe´.
Dans le contexte de l’e´nonce´, comme πv est tempe´re´e ([HT]), elle s’e´crira alors
(4.12) πv = ind
G
P (δ1, δ
θ
1 , . . . δr, δ
θ
r , δ2r+1, . . . , δs)
ou` les δi sont des repre´sentations de la se´rie (essentiellement) discre`te de GL(ni, Fv),
et les repre´sentations δ2r+1, . . . , δs sont autoduales, distinctes et symplectiques.
De´montrons maintenant le the´ore`me 4.20. D’apre`s le §2.1, le (i) vaut par hy-
pothe`se si v est archime´dienne.
Fixons v finie, choisissons un ℓ premier a` w et v, puis conside´rons une repre´-
sentation galoisienne ℓ-adique Vℓ attache´e
23 a` π|.|(2n−1)/2. D’apre`s [HT] et [TY],
Vℓ est irre´ductible, compatible avec π (en toutes les places finies premie`res a` ℓ)
selon la correspondance de Langlands Frobenius semi-simplifie´e ; en particulier, cela
nous fournit un accouplement non de´ge´ne´re´ Galois-e´quivariant comme dans l’e´nonce´
(unique a` un scalaire pre`s, et dont il faut montrer qu’il est symplectique). Ainsi24,
23L’existence et les proprie´te´s de compatibilite´ de Vℓ se de´duisent de manie`re standard de [HT]
par changement de base a` tous les EF , E e´tant un corps quadratique imaginaire tel que EF est
de´compose´ au dessus de w (voir [T, Thm 3.6] pour le cas F = Q).
24On pourra remarquer que si une repre´sentation de Weil-Deligne pre´serve un accouplement
symplectique, alors sa Frobenius simplification (qui associe a` chaque e´le´ment du groupe de Weil
sa partie semisimple dans sa de´composition de Jordan) pre´serve le meˆme accouplement.
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il suffit de prouver (i) quand v = w pour l’avoir pour tout v, et (i) implique (ii).
De plus, si πw est la repre´sentation de Steinberg, alors (i) et (ii) sont satisfaits. Il
suffit donc de de´montrer le the´ore`me suivant (en fait, (i) ⇒ (ii) ⇒ (v) suffit).
The´ore`me 4.22. Soient πw une repre´sentation autoduale (essentiellement) discre`te
de GL2n(Fw) et fw un pseudocoefficient tordu de πw. Les conditions suivantes sont
e´quivalentes :
(i) πw est composante locale d’une repre´sentation automorphe cuspidale π de
GL2n(AF ) qui est autoduale, et cohomologique a` toutes les places archime´-
diennes,
(ii) TOγ0(fw) 6= 0,
(iii) les inte´grales orbitales tordues stables de fw ne sont pas identiquement
nulles,
(iv) les inte´grales orbitales tordues stables fortement re´gulie`res de fw ne sont pas
identiquement nulles,
(v) πw est composante locale d’une repre´sentation automorphe cuspidale π comme
en (i) et qui de plus est la repre´sentation de Steinberg a` une autre place finie.
Si l’une de ces proprie´te´s est satisfaite, alors πw est symplectique.
Preuve — L’implication (i)⇒ (ii) de´coule du meˆme raisonnement de positivite´ que
dans le §4.13. Quitte a` faire un changement de base quadratique re´el de´compose´
en w, on peut supposer que F 6= Q. Pour toutes les places finies v 6= w de F ,
choisissons un pseudocoefficient positif fv de πv comme dans le Lemme 4.16. Enfin,
pour chaque place archime´dienne v de F on prend pour fv un pseudocoefficient de
se´ries the´ta-discre`tes cohomologiques quelconque comme au §2.7 ; il de´pend d’un
[F : Q]-uple λ de poids dominants de SO2n+1(R). En appliquant la formule des
traces tordue d’Arthur a` la fonction
∏′
v fv (qui est simplifie´e car cette fonction est
cuspidale en deux places archime´diennes au moins) et en faisant varier λ, l’argument
du §4.13 montre que
(4.13) ∀v, TOδ0(fv) 6= 0,
donc (ii).
L’implication (ii) ⇒ (v) est par exemple conse´quence de la me´thode du §3.15.1,
si l’on choisit la fonction test e´gale a` fw en la place w : l’appel au The´ore`me 3.3
est remplace´ par (4.13).
(ii)⇒ (iii) est e´vident. Rappelons que les inte´grales orbitales stables sont de´finies
en tous les e´le´ments θ−semisimples, et sont limites faibles de telles inte´grales pour
des e´le´ments fortement θ–re´guliers, donc (iii) ⇔ (iv).
A` partir de (iv), les arguments de la Proposition 4.12 de´montrent (v).
Enfin, d’apre`s les conside´rations pre´ce´dentes, le The´ore`me 4.20 s’ensuit, ainsi
donc que la dernie`re proprie´te´. 
Remarque 4.23. En fait, ces proprie´te´s sont sans doute e´quivalentes a` « πw est
symplectique ». C’est connu si πw est supercuspidale par les re´sultats de Henniart
[He2] et Shahidi [Sh2, Prop. 5.1] rappele´s dans l’introduction. Nous reviendrons sur
ce point dans un travail ulte´rieur.
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Notons enfin le phe´nome`ne purement local qui devrait re´sulter de nos me´thodes.
Conside´rons, sur G(Qp), l’inte´grale orbitale tordue TOδ0 (on utilise l’automor-
phisme θ0 Whittaker–normalise´). D’apre`s des principes ge´ne´raux, elle devrait s’e´crire
(4.14) TOδ0(f) =
∫
bG
θ0
temp
trace(Aθ0π(f)) dµ(π)
ou` Ĝθ0temp est la varie´te´ des repre´sentations tempe´re´es, θ0–stables de G, et dµ(π) une
distribution (une mesure ?). La distribution TOδ0(f) est stable ; d’apre`s une exten-
sion simple du The´ore`me 4.22, les inte´grales orbitales tordues stables de pseudo–
coefficients (au sens du Lemme 4.16) d’une famille d’induites non symplectiques —
i.e., ne ve´rifiant pas la condition suivant (4.12) — s’annulent. On dispose de plus de
l’argument de positivite´ du §4.13. Par conse´quent, on s’attend au re´sultat suivant,
sans doute accessible :
Conjecture 4.24. (i) Dans la formule (4.14), l’inte´grale ne porte que sur les re-
pre´sentations symplectiques.
(ii) La distribution dµ(π) est une mesure positive.
Terminons en remarquant que de telles proprie´te´s feront sans doute partie des
de´monstrations d’Arthur !
5. Application au groupe de Galois absolu de Q
Replac¸ons nous dans le contexte de l’introduction. Soient S un ensemble fini de
nombres premiers, QS une extension alge´brique maximale de Q non ramifie´e hors
de S (et de l’infini) et GS = Gal(QS/Q) son groupe de Galois. Supposons S 6= ∅ et
fixons p ∈ S un nombre premier.
The´ore`me 5.1. Si |S| ≥ 2, les applications naturelles Gal(Qp/Qp) −→ GS sont
injectives.
Preuve — On peut supposer que S = {ℓ, p} ou` ℓ est un nombre premier diffe´rent
de p. Fixons un plongement QS −→ Qp, et notons
E := Qp.QS
le compositum de Qp et QS dans Qp : il s’agit de de´montrer que E = Qp. Comme
Gal(Qp/Qp) n’admet pas de sous-groupe ferme´ normal non trivial rencontrant tri-
vialement le sous-groupe d’inertie par [Ch, Lemme 4 (i)], il suffit de de´montrer que
Qnrp .E = Qp, soit encore que Q
ab
p .E = Qp puisqu’il est e´vident que Qp(µp∞) ⊂ E.
D’apre`s [Ch, Lemme 4 (iii)], la cloˆture alge´brique se´parable d’un corps k est le
compositum de ses sous-extensions galoisiennes finies K/k dont le groupe de Galois
admet une representation line´aire complexe a` la fois injective et irre´ductible. Fixons
donc une telle extension K de k := Qp, il s’agit de montrer que K ⊂ E.Qabp .
Vu le choix deK, il existe une repre´sentation injective irre´ductible ρ : Gal(K/Qp)→
GLn(C) pour un certain entier n ≥ 1, que l’on voit par inflation comme une
repre´sentation continue irre´ductible
ψ : WQp −→ GLn(C)
du groupe de Weil WQp de Qp. Quitte a` tordre ψ par un caracte`re lisse η bien choisi
de WQp , nous pouvons supposer que la repre´sentation duale ψ
∗ n’est isomorphe a`
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aucune torsion de ψ par un caracte`re non ramifie´. En effet, si I ⊂WQp est le sous-
groupe d’inertie, I∩Kerψ est un sous-groupe ouvert de I. On peut donc trouver un
e´le´ment g ∈ I ∩ Kerψ agissant sur Qp(µp∞) par un automorphisme d’ordre infini.
Il suffit alors de choisir un caracte`re η : WQp → Gal(Qp(µp∞)/Qp) → C∗ tel que
η(g)2 6= 1. Par construction et injectivite´ de ρ, notons que l’extension de Qabp fixe´e
par le noyau la restriction de ψ a` WQp ∩Gal(Qp/Qabp ) est K.Qabp .
Soit ω la repre´sentation supercuspidale de GLn(Qp) de L-parame`tre ψ donne´e par
la correspondance de Langlands locale ([HT]). Par construction, sa contragre´diente
ωˇ n’est isomorphe a` aucune tordue de ω par un caracte`re non ramifie´. D’apre`s le
The´ore`me 3.2, il existe une repre´sentation automorphe cuspidale irre´ductible Π de
GL2n(AQ) ayant les proprie´te´s suivantes :
i) Πˇ ≃ Π,
ii) Π est non ramifie´e aux places finies diffe´rentes de p et ℓ,
iii) Πp ≃ I(χ) pour un certain caracte`re non ramifie´ χ : Q∗p −→ C∗ (cf. §3.1,§4.1)
iv) Π∞|·|(2n−1)/2 est alge´brique re´gulie`re et Πℓ est la repre´sentation de Steinberg.
Sous les conditions i) et iv), les travaux de Kottwitz, Clozel et Harris-Taylor
montrent qu’un choix quelconque de plongements ℓ-adiques et complexes de Q
e´tant fait, on peut associer a` Π| · |(2n−1)/2 une repre´sentation continue
ρΠ,ℓ : GS −→ GL2n(Qℓ)
compatible a` toutes les places finies 6= ℓ a` la correspondance de Langlands locale
« Frobenius semi-simplifie´e » ([HT], [T, Thm 3.6]).
Que cette repre´sentation se factorise par GS de´coule alors bien suˆr de la condition
ii). Le L-parame`tre de Πp ≃ I(χ) est la somme directe ψ⊗ χ⊕ψ∗ ⊗ χ−1 (cf. §4.1).
La compatibilite´ de ρΠ,ℓ|WQp a` Πp| · |
(2n−1)/2 assure en particulier que si Q(Π) ⊂ QS
est le sous-corps de Q fixe´ par Ker (ρΠ,ℓ), alors
Q(Π).Qabp = K.Q
ab
p ⊂ E.Qabp ,
ce qui conclut. 
Puisqu’il existe une surjection continue de Gal(Qp/Qp) vers Ẑ, le the´ore`me ci-
dessus admet le corollaire suivant en direction d’une question de J. Milne.
Corollaire 5.2. Si |S| ≥ 2, alors |GS | = |Ẑ|.
Autrement dit : si |S| ≥ 2, pour tout entier n ≥ 1 il existe un corps de nombres
de degre´ divisible par n qui est non ramifie´ hors de S. Notons que ce corollaire
admet par exemple le corollaire imme´diat suivant : si F est un corps local et d ≥ 1,
il n’existe pas de repre´sentation continue injective GS → GLd(F ).
Remarque 5.3. (i) Les re´sultats de cette section admettent des ge´ne´ralisations
imme´diates, avec les meˆmes preuves, dans le cas ou` le corps de base Q est
remplace´ par un corps totalement re´el F quelconque. L’e´nonce´ est alors le
suivant : soit S un ensemble fini non vide de places finies de F , v ∈ S, et
supposons que S\{v} contient toutes les places divisant un nombre premier ℓ
donne´, alors les applications naturelles
Gal(Fv/Fv) −→ Gal(FS/F )
sont injectives.
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(ii) Une conse´quence du the´ore`me est que l’image de Qp.QS dans Qp contient
l’extension maximale non ramifie´e deQp. Il est remarquable que par la me´thode
employe´e ici ce simple fait ne semble pas pouvoir s’obtenir a` beaucoup moins de
frais que le re´sultat tout entier. Le point est que nous ne pouvons pas prescrire
totalement Πp pour les Π que nous construisons mais seulement sa classe iner-
tielle, et c’est bien e´vident : nous ne pouvons pas deviner a` priori les nombres
de Weil attache´s au L-parame`tre de Πp (a` savoir le χ tel que Πp = I(χ)). Du
coup, nous ne controˆlons jamais vraiment la partie non ramifie´e des corps de
nombres que nous contruisons, bien que nous maitrisions parfaitement leurs
groupes d’inerties. Celle-la` n’est re´cupe´re´e qu’a` la fin a` cause de la structure
du groupe de Galois local.
(iii) La question de savoir si le the´ore`me vaut si S = {p} semble nettement
plus de´licate (voir [Ch, §4.2]). Il est cependant tentant de conjecturer que le
the´ore`me est aussi vrai dans ce cas.
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